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人生いろいろ，ソリトンもいろいろ
Luiz A. FERREIRA∗ ・ 澤渡 信之† ・ 戸田 晃一

（工学部 教養教育）

相対論的な場の理論にあらわれる数理模型がもつ解のうちで，空間的に局在する解
であるソリトンという概念を紹介する。
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1. はじめに

2009年 8月にブラジル・サンパウロ州にあるサン
カルロス市に再び滞在する機会をえた1 。サンパウロ
大学サンカルロス校物理学研究所（IFSC/USP）にお
いて，ゲージ理論に対する非摂動的解析に関する研究
および学術交流を行ってきた。IFSC/USPは（著者
の一人である）Ferreira氏2 が教授として勤務してお
り，彼の学生や同僚の方々と毎日のように理論物理や
数理物理に関する議論をし，非常に有意義な 40日間
であった。ブラジルにはたくさんのビールの種類があ
り，折に触れて試した。以前の紀要にも書いたが，お
酒があると議論はより活発になり研究がすすむ。その
際の研究成果の一部は学術論文として既に発表してい
る。その滞在中に私は（トポロジカルな）場の理論や
ゲージ場の理論に現れる模型がもつ解，特に局在する
解（ソリトン）についての集中セミナーを行う機会が
あり，そのときに作成し配布した資料を基に加筆した
のが本稿である。本稿では，相対論的な場の理論にあ
らわれる局在する解（ソリトン）について，具体的な
例題を用いて，紹介する。

もともとソリトンとは，非線形波動の研究対象であ
る浅水波現象の一つである孤立波（solitary wave）か
らつくられた言葉である。このソリトンの特徴は，粒
子的な特徴をもっていることである。ここでの粒子的
特徴とは，衝突などの相互作用によって壊れないとい
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う非常に安定した状態のことである [1]。例えば，非
線形分散型の偏微分方程式である Korteweg-de Vries
方程式3 [1, 2]：

∂u

∂t
+ 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0 (1)

の特解の一つが

u(t, x) = 2κ2sech2κ(x− 4κ2t) (2)

である。これは，高さ 2κ2・幅 κ−1・伝搬速度 4κ2の
山一つの波形をした進行波解であるが，これがソリト
ンである。（もっと正確にいうと 1-ソリトンという。）
このソリトンを二ヶ（2-ソリトン）衝突させても，相
互作用はするが，最終的には壊れずに元の形を保存し
て運動を続ける。
現在，相対論的場の理論においては，もう少し条件
を緩めて，安定性をもつ有限エネルギーの解をソリ
トン（解）と呼ぶ4 。非線形波動の場合の安定性は，
非線形性と分散性のつりあいから生まれるのである。
しかし，この相対論的な場の理論におけるソリトン
（解）がもつ安定性は，トポロジカル不変量（位相的
不変量）と呼ばれるトポロジカルチャージ（位相電荷）
の存在によって達成される。このソリトンを，非線形
波動の場合のソリトンと区別するために，トポロジカ
ルソリトン5 と呼ぶことがある [2]-[7]。

非線形波動におけるソリトン や トポロジカルソリ
トンがもつ特徴的な性質や豊富な数理構造は，素粒

3 浅水波を記述する, 代表的なソリトン方程式の一つである。
4 ソリトンという言葉ができる以前より，素粒子物理において安

定な孤立波は重要な研究対象であったようである [8]。
5 位相的ソリトン や 位相欠陥とも呼ばれる。

03戸田先生.pdf   1 10.2.8   3:44:50 PM



16 富山県立大学紀要第 20 巻（2010）

子，宇宙論，物性理論への応用 [9]-[12]だけにとどま
らず工学の基礎研究や純粋数学の発展にも寄与してい
る。本稿では，トポロジカルソリトンの基本事項につ
いて，二次元時空6 の場合に絞って紹介する。

(記号) 本稿では

• (ηµν) = diag(1,−1)

• xµ = x0(= t), x1(= x)

• ∂µ =
∂

∂xµ

という記号をいたるところで使う。

2. 二次元時空上のソリトン

まず二次元時空上のソリトンについて紹介する。二
次元時空のアクションを

I =
∫

M
d2x

{
1
2
∂µφ∂

µφ− U

}
(3)

で定義する。ここで，Mをメトリックが (ηµν)であ
る二次元多様体，φ = φ(t, x)を（実）スカラー関数，
そして U = U(φ)をポテンシャルとする。このとき，
ラグラジアン密度 L(t, x)は

L(t, x) =
1
2
(ηµν∂µφ∂νφ)− U

=
1
2

(
η00∂0φ∂0φ+ η11∂1φ∂1φ

)
− U

=
1
2

{
(∂0φ)

2 − (∂1φ)
2
}
− U

=
1
2
(∂tφ)

2 − 1
2
(∂xφ)

2 − U (4)

と書き下すことができる。

それでは，次に考えているスカラー場の関数 φが満
たす運動方程式を求める。運動方程式は ハミルトン
の原理によると，アクションの変分 δI = 0，つまり

∂µ
∂L

∂ (∂µφ)
− ∂L
∂φ
= 0 (5)

で与えられることが知られている [13]-[15]。

6 ここで，二次元時空とは時間 1次元（t）・空間 1次元（x）を
意味する。

いま，

∂µ
∂L

∂ (∂µφ)
= ∂ρ

∂

∂ (∂ρφ)

{
1
2
(ηµν∂µφ∂νφ)

}

=
1
2
∂ρ (ηµνδµρ∂νφ+ ηµν∂µφδνρ)

=
1
2
∂ρ (ηρν∂νφ+ ηµρ∂µφ)

= ∂µ∂
µφ, (6)

∂L
∂φ

= −∂U

∂φ
(7)

なので、運動方程式 (5)は，具体的には

∂µ∂
µφ+

∂U

∂φ
= 0 (8)

である。時間成分と空間成分を分離すると，

−∂U

∂φ
= ηµν∂µ∂νφ

= η00∂0∂0φ+ η11∂1∂1φ

= ∂2
0φ− ∂2

1φ (9)

となるので，最終的に運動方程式は

∂2
t φ− ∂2

xφ = −∂U

∂φ
(10)

となる。左辺は線形項のみなので，ポテンシャル U

に依存する右辺に非線形項が含まれる。運動方程式
(10)が空間的に局在した解をもつように，φ(t, x)に
対応するエネルギーを調べて，φ(t, x)と U に適切な
条件を課す必要がある。エネルギーは，ネーターの定
理によれば，時間並進に対する保存量である7 。より
一般的にいうと，次の大域的な時空に関する平行移動
δxµ =定数の下でラグラジアンが不変であれば，（正
準）エネルギー・運動量テンソルと呼ばれる保存量を

Tµν =
∂L

∂ (∂µφ)
∂νφ− ηµνL (11)

と定義すれば，このときの保存則は

∂µT
µν = 0 (12)

で与えられる。ν = 0ととると，

∂µT
µ0 = ∂0T

00 + ∂1T
10

= ∂tT
00 + ∂xT

10 (13)

なので，保存則 (12)を

∂tE(t, x) + ∂xP(t, x) = 0 (14)
7 時間に関する平行移動の下で不変ということ。
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と連続方程式の形に書き直すことにすると，エネル
ギー密度8 E(t, x)(= T 00)が系の時間並進に対する不
変性から導かれ，運動量密度 P(t, x)(= T 10)が系の
空間並進に対する不変性から導かれることがはっきり
とわかる。
次に，ラグラジアン密度 L (4)によって記述される
力学系がもつ，スカラー場の関数 φ(t, x)に対するエ
ネルギー E[φ]を求める。

T 00 =
∂L

∂ (∂0φ)
∂0φ− η00L

= (∂tφ)
∂

∂ (∂tφ)

{
1
2
(∂tφ)

2 − 1
2
(∂xφ)

2 − U

}

−
{
1
2
(∂tφ)

2 − 1
2
(∂xφ)

2 − U

}

= (∂tφ)
2 − 1
2
(∂tφ)

2 +
1
2
(∂xφ)

2 + U

=
1
2
(∂tφ)

2 +
1
2
(∂xφ)

2 + U (15)

より，エネルギー密度は

E(t, x) = 1
2
(∂tφ)

2 +
1
2
(∂xφ)

2 + U (16)

となる。エネルギー E[φ]はこの E(t, x)を全空間で
積分すればよい，つまり

E[φ] =
∫ +∞

−∞
dx E(t, x) (17)

で与えられる。
これ以降の計算では，時間に依存した理論9 を直接
扱う代わりに，まず時間に依存しない場合（静的な場
合10 ）で計算し，次にえられた静的な場合の物理量
の全てにローレンツ変換を行うことで時間に依存する
物理量をえることにする11 。静的な理論では，例え
ば，運動方程式が

∂2
xφ =

∂U

∂φ
(18)

であり，エネルギーが

E[φ] =
∫ +∞

−∞
dx

(
1
2
(∂xφ)

2 + U

)
(19)

である。有限なエネルギーをもつのであれば，x →
±∞（無限遠方）でのスカラー場の関数 φ(t, x)，その
導関数 ∂xφ，そしてポテンシャル U の振る舞いに対
して何らかの条件（境界条件）を課す必要がある。

8 つまりハミルトニアン密度である。
9 運動方程式，ラグラジアンやハミルトニアンなどのこと。

10 ∂tφ = 0 ということ。
11 この方が全体の見通しが良いと思うので。

まず第一に，エネルギーがある有限値をとるなら
ば，エネルギーはとりうる極小の値でなければならな
い。いま，ある定数関数 gがポテンシャル U(φ)を

U(g) = 0 (20)

を満たすとする。このとき，理論の運動項（∂xφ）も

∂xφ = ∂xg = 0 (21)

である。その結果，φ(t, x) = gのときのエネルギーは

E[g] = 0 (22)

であり，これが極小値となっている。そこで境界条
件を

• U(φ) = 0を満たす静的な解を φ(t, x) = g（定数
関数）とする

• x → ±∞のとき，場の関数は φ(t, x)→ gとする

と設定すれば，有限なエネルギーをえられそうであ
る。一見するとうまくいきそうであるが，次の重大な
事実が知られている [6], [7]：

ポテンシャルがただ一つ極小値をもつのであれば，
上記の条件設定では有限エネルギーになりえない

この事実を確かめるために，古典力学の知識を用い
る。まず，スカラー場の関数が満たす静的な運動方程
式 (18)を，ポテンシャル W = −U(φ)をもつ単位質
量の一粒子が満たすニュートンの運動方程式（x：時
間，φ(x)：粒子の位置）：

∂2
xφ = −∂W

∂φ
(23)

であるとみる。
∂2U

∂φ2
> 0のとき U の極小値を与える

φ = gは，この運動方程式 (23) でみると，

∂2W

∂φ2
= −∂2U

∂φ2
< 0 (24)

となるので，W でみたときには極大値を与える。次
に粒子の力学系に対するラグラジアンは

L = 1
2
(∂xφ)

2 −W (25)

で与えられるが，これは明らかに，スカラー場のエネ
ルギー E[φ](19)の被積分関数と一致している。よっ
て，このエネルギー E[φ](19)は粒子の力学系に対す
るアクションとみなせる。
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いま，スカラー場の力学系におけるポテンシャル
U がただ一つの極小値，つまり（大域的な）最小値，
U(g) = 0をもつと仮定する。この時，粒子の力学系
でみると，W (g) = 0 という最大値をただ一つもつ
ことになる。つまり，関数 W = W (φ) はただ一点
(φ,W ) = (g, 0)で接している上に凸のグラフである。
時刻 xが進むと，エネルギーの値は変化するだろう
が，再び有限値となるためには，x → +∞でエネル
ギーが再び（最低値である）零にならなければならな
い。しかしながら，このことは，φ(x)が x = +∞で，
U が極小（つまり W が極大）となるような，φの値
を少なくとももう一つはもたなければならないことを
意味している。
よって，エネルギーが有限となるためには，ポテン
シャル U はただ一つではなくある程度多くの極小値
をもたなければならないということになる。いま，ス
カラー場の関数 φが Nヶの定数関数 φ = g(i)（i =
1, 2, ..., N，i < jなら g(i) < g(j)）をもつとする。例
えば，N = 3の場合を考えてみる。このとき，φ軸
の三点 φ = g(1), g(2), g(3) で接しているので，粒子は
g(1) → g(2)，g(2) → g(3)，g(2) → g(1)，g(3) → g(2)

と４区間の運動が可能である。（この g(i)を，習慣と
して，（古典的な）真空と呼ぶことにする。）このよ
うにして，力学系が時間発展すると，一つの真空から
もう一つの真空に移るのである。いったんもう一方の
真空（g(1) → g(2) の場合でいえば g(2)）に到達すれ
ば，それ以上前進できない。古典力学的描像であれば，
（φ = g(2) の時のように，）x → +∞の時に速度とポ
テンシャルが零となってしまえば，粒子は前進するた
めの速度をもつことはできない。
最後にもう一度まとめると，

• ポテンシャル U(φ)がただ一つの最小値しかもた
ないときには，ソリトン解は存在しない

• ポテンシャル U(φ)がとびとびに（離散的に）Nヶ
の極小値をもつときには，2(N −1)ヶの（連結す
る）ソリトン解が存在する

次に，実際に静的なスカラー場の運動方程式 (18)
を解いていく。運動方程式 (18)の両辺に ∂xφをかけ
ると，

(∂xφ)
(
∂2

xφ
)
= (∂xφ)

∂U

∂φ
(26)

となるが，ここで

左辺 = (∂xφ)
(
∂2

xφ
)
=
1
2
∂x

{
(∂xφ)

2
}
, (27)

右辺 = (∂xφ)
∂U

∂φ
=
∂φ

∂x

∂U

∂φ
=
dU
dx

(28)

に注意すると，

1
2
∂x

{
(∂xφ)

2
}
=
dU
dx

(29)

と整理できる。この両辺を xで不定積分すると，

1
2
(∂xφ)

2 = U + C (30)

となる。ここで C は積分定数である。しかし，境界
条件より x → +∞のときに ∂xφ → 0かつ U(φ)→ 0
なので，

C =
{
1
2
(∂xφ)

2 − U

}����
x=+∞
= 0 (31)

とできる。つまり，x → +∞で積分定数 C は零とな
るが，定数であるから，どの点においても零というこ
とである。つまり，この積分定数 C は設定された境
界条件により消すことができる。これは ビリアル定
理12 ：

1
2
(∂xφ)

2 = U (32)

の結果に他ならない。このとき，

dx
dφ
= ± 1√

2U
(33)

とできるので，あとは変数分離をした後に両辺を積分
すれば，

x = x0 ±
∫ φ(x)

φ(x0)

dφ√
2U

(34)

をえる。つまり，求積法で解くことが可能となる。こ
の計算プロセスで解ける性質を（古典的な意味で）可
積分性と，求積法で解ける力学系を可積分系と各々
呼ぶ。

次に具体例を挙げて，これまでに紹介した計算過程
をみていく。

（具 体 例）Polyakovの φ4 模型

ここで，これまでの議論の具体例として，Polyakov
の φ4 模型13 を挙げる [6]。

m2 > 0，λ > 0としてポテンシャル U を

U(φ) =
m4

4λ
− m2

2
φ2 +

λ

4
φ4 (35)

12 このビリアルは人名ではない。
13 この φ4 模型は、4次元時空におけるボーズ型の場の模型で繰
り込み法による解析が適用できる唯一のものとして知られている。
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とすると，運動方程式として

∂2
t φ− ∂2

xφ = m2φ− λφ3 (36)

をえる。これが Polyakovの φ4 模型と呼ばれる相対
論的場の理論における代表的な模型である。このポテ
ンシャル U(35)は

U(φ) =
λ

4

(
φ2 − m2

λ

)2

(37)

と平方完成ができ，U = 0を満たす解として，

φ = ± m√
λ

(38)

をえる。この解は定数解であり，これらを

g(1) = − m√
λ

(39)

g(2) = +
m√
λ

(40)

とすると，境界条件 x → ±∞のとき ∂xφ → 0によ
り，φ = g(i)（i = 1, 2）のときエネルギーは零とな
る。その結果として，φ4 模型がもつ空間に局在した
解は，無限遠方 x → ±∞では二つある真空の内の一
つになっている必要がある。
φ4 模型の静的な運動方程式は

∂2
xφ = −m2φ+ λφ3 (41)

となるので，次のような求積法で解くことができる。
既に説明した求積法の公式 (34)に，φ4模型のポテン
シャル U(35)を代入すると，

x = x0 ±
√
2
λ

∫ φ(x)

φ(x0)

dφ
φ2 − m2

λ

(42)

となる。被積分関数を
∫

dφ
φ2 − m2

λ

= −
∫

dφ(
m√
λ

)2

− φ2

(43)

と書き直し，ここで φ → −φとした後に Φ =
√
λ

m
φ

と置換すると，
dΦ
dφ
=

√
λ

m
に注意して，

∫
dφ(

m√
λ

)2

− φ2

=
∫

dφ
(

m√
λ

)2
{
1−

(√
λ

m

)2
}
φ2

=

√
λ

m

∫
dΦ
1− Φ2

(44)

となる。故に，次の積分：

x = x0 ±
√
2

m

∫ Φ(x)

0

dΦ
1− Φ2

(45)

を計算すればよいことになる。x が全空間を動くと
き，スカラー場の関数 φ(x)がいまいる真空から別の
真空に移る。そうであれば，スカラー場の関数 φ(x)
は

(
− m√

λ
,+ m√

λ

)
の範囲で値をとるということである。

つまり，|φ| < m√
λ
の時には，|Φ| < 1となる。積分

実行のために Φを

Φ = tanh y (46)

と変換すると，

1 =
dΦ
dy

× dy
dΦ
= sech2y

dy
dΦ

(47)

となるので，

dy
dΦ

=
1

sech2y

=
1

1− tanh2 y

=
1

1− Φ2
(48)

とできる。ここで，sech2x + tanh2 x = 1を用いた。
変数分離法で積分を実行すると，

∫ Φ(x)

0

dΦ
1− Φ2

=
∫ Φ(x)

0

dy

= [y]Φ(x)
0

=
[
tanh−1 Φ

]Φ(x)

0

= tanh−1 Φ (49)

をえるので，まとめると

x = x0 ±
√
2

m
tanh−1 Φ (50)

と求積できたことになる。よって，

Φ = tanh
{
m√
2
(x− x0)

}
(51)

つまり，φ4模型の静的な運動方程式 (41)の厳密解は

φ = ± m√
λ
tanh

{
m√
2
(x− x0)

}
(52)

である。ここで，tanh (±x) = ± tanhxを用いた。厳
密解 (52)の +符号をキンク解，−符号を反キンク解
と呼ぶ。
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それでは，キンク解とはどのようなものだろうか。
静的なスカラー関数のエネルギー密度は，そのエネル
ギー E[φ]の式 (19)より，

E(x) = 1
2
(∂xφ)

2 + U (53)

である。これは，ビリアル定理 (32)と φ4模型のポテ
ンシャル U(37)を用いて，

E(x) = 2U

=
λ

2

(
φ2 − m2

λ

)2

(54)

とでき，ここに φ4模型のキンク解 (52)を代入して整
理すると，

E(x) =
λ

2

[
m2

λ
tanh2

{
m√
2
(x− x0)

}
− m2

λ

]2

=
m4

2λ

[
tanh2

{
m√
2
(x− x0)

}
− 1

]2

=
m4

2λ
sech4

{
m√
2
(x− x0)

}
(55)

ここでも，sech2x + tanh2 x = 1 を用いた。この
E(x)(55)の波形は，x = x0でピークであり，x → ±∞
で E(x)→ 0という山を一つもった孤立波，つまりソ
リトンになっている。
この E(x)(55)は積分可能である。実際、

E[φ] =
∫ +∞

−∞
dx E(x)

=
m4

2λ

∫ +∞

−∞
dx sech4

{
m√
2
(x− x0)

}
(56)

であり，この積分を実行するために，独立変数を X =
m√
2
(x− x0)と置換すると，

dX
dx
=

m√
2

(57)

なので，

E[φ] =
m4

2λ
×

√
2

m

∫ +∞

−∞
dX sech4X

=
√
2
2
m3

λ

[
2
3
tanhX +

1
3
sech2X tanhX

]+∞

−∞

=
√
2
2
m3

λ

(
2
3
× 2 + 0

)

=
2
√
2
3

m3

λ
(58)

をえる。（後に使うので，この値を M としておく。）
ここで，x → ±∞のとき tanhx → ±1（複号同番）

かつ sechx → 0を用いた。つまり，E(x)の積分値は
有限となった。よって，φ4模型のキンク解 (52)はま
さに相対論的場の理論におけるソリトンである。
次に，上述した通りローレンツ変換を用いて，静的
な解を時間14 発展可能な解の形にする。動く座標系
を x� とすると，ローレンツ変換は

(x− x0)
� =
(x− x0)− ut√

1− u2
(59)

で与えられる。その時，ローレンツ変換をした解，つ
まり動く座標系上の解 φu は

φu = ± m√
λ
tanh

{
m√
2
(x− x0)− ut√

1− u2

}
(60)

となる。ここで，tanhの引数の部分が無次元化され
ていることに注意したい。距離（または幅）x−x0を
プランク定数 � と 光速 c を 1/mにスケーリングし
ているローレンツ変換で変換したことによる。距離
x − x0 は

√
1− u2/mに応じて変化するのであるが，

これはまさに，速度が大きくなるにつれて質量が増加
するという，相対論的な粒子がもつ質量と同じ振る舞
いである。更に，もし φ4模型に対する時間依存する
エネルギー (17)を計算すると，

E[φu] =
M√
1− u2

(61)

という，アインシュタインの質量とエネルギーの式と
厳密に一致することがわかる。そこで量子論の世界で
は，キンク解が本当の “粒子”として認識されること
が期待できる。

3. トポロジカルな分類

近年，メトリックを含まない場の理論の有効性は広
く認識されている。そのような理論はトポロジカルな
場の理論と呼ばれ，従来の物理学とは異なる自然現象
に対する描像を与えてくれる。本節では，このトポロ
ジカルな量について簡単な解説を与える15 。

ここでもラグラジアン密度 L が

L = 1
2
(∂tφ)

2 − 1
2
(∂xφ)

2 − U (62)

のときで議論する。いま，ポテンシャル U が無数に多
くの極小値をもつとする。有限エネルギー解に興味が
あるので，ある初期時刻 t0に対する場の関数 φ(t0, x)
14 もちろん，ここでの時刻とは t である。
15 数学的な厳密性を少し犠牲にするが，雰囲気が伝われば幸い
である。
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の無限遠方 x → ∞に対する振る舞いを考える。この
とき有限エネルギーとなるためには，場の関数が，ポ
テンシャル U がもつ無数に多くの極小値の一つであ
る U(g(1))を与える，g(1)に近づかなければならない
（φ(t0, x) → g(1)）ことはこれまでの考察より察しが
つく。（いま，時計の針は t0で止まっている状態であ
ることに注意しておく。）それでは時計の針を動かし
てみよう。このとき，任意の xで場の関数 φ(t, x)は
時刻 tに対して滑らかであると仮定する16 。場の関
数 φ(t0,∞) (= g(1)) に対応するエネルギー，つまり
真空エネルギーは有限かつ保存量であり，更に U(φ)
の極小値 U(g(1)) に関連するので，極小エネルギー
である。よって，時計が動いている間，この極小エネ
ルギーは常に同じ値をとりつづける。従って，このよ
うな状況が可能な場合は，φ(t,∞)が U(g(i))を極小
値とする真空 g(i)（の一部）に値をとるときのみであ
る。真空が複数存在するので，エネルギーが同じ値を
とる可能性も複数ある。しかしながら，ある真空から
他の真空へと移るときに場の関数 φ(t,∞)は連続的に
変化する必要がある。このようにして，（我々が興味を
もっている）エネルギーの有限性はつぶれてしまう。
まとめると，場の関数は各点 xにおいてただ一つ
の真空しかもたない17 ，つまり

真空解は定常的である

といえる。もう一方の無限遠方 x → −∞でも同様の
ことがいえる。
上述した通り有限なエネルギーとなるべしという要
請を壊さないように，これらのセクターは，時刻 tを
変化させることで，他のセクターと各々連続的に連結
していてはいけない。このとき，このようなセクター
をトポロジカル（に不連結）なセクターと呼ぶ。前節
の具体例で挙げた Polyakovの φ4 模型では，次の表
にまとめたような，S1 から S4の４つのトポロジカ
ルなセクターと対応する解の関係を見いだすことがで
きる：

セクター φ(−∞) φ(+∞) 解
S1 −m0 +m0 キンク解
S2 +m0 −m0 反キンク解
S3 −m0 −m0 定数解
S4 +m0 +m0 定数解

ここで次の量

kµ =

√
λ

m
�µν∂νφ (63)

16 このとき，φ(t,∞) も時刻 t に対して滑らかとなる。
17 つまり時刻 t に対して変化しない状態のこと。

を考える。これは明らかに

∂µk
µ =

√
λ

m
�µν∂µ∂νφ

=

√
λ

m

(
�01∂0∂1φ+ �10∂1∂0φ

)

=

√
λ

m
(∂t∂xφ− ∂x∂tφ)

= 0 (64)

と発散が零となる18 。ここで注意すべきことは，kµ

という量が無発散である，つまり保存量である，とい
う事実は，運動方程式（や他の保存則）から導かれる
ものではないということである。この kµをトポロジ
カルカレントと呼ぶ。このカレントの時間成分 k0は

k0 =

√
λ

m
�0ν∂νφ

=

√
λ

m
�01∂1φ

=

√
λ

m
∂xφ (65)

と与えられる。そして，全空間で積分すると，
∫ +∞

−∞
dx k0 =

√
λ

m

∫ +∞

−∞
dx ∂xφ

=

√
λ

m

[
φ

]+∞

−∞

=

√
λ

m

(
φ(+∞)− φ(−∞)

)
(66)

となるが，この積分値を Qと定義して，

Q =

√
λ

m

(
φ(+∞)− φ(−∞)

)
(67)

をトポロジカルチャージと呼ぶ。このトポロジカル
チャージは場の配置に課せられた境界条件による保存
量であり，トポロジカルセクターで決まる値をとる。
キンク解（セクター S1）の場合と反キンク解（セク
ター S2）の場合はQ �= 0となり，定数解 φ = ±m/

√
λ

（セクター S3 と S4）の場合には Q = 0となっている
ことに注意する。前者をトポロジカルソリトン（解）
，後者を非トポロジカルソリトン（解）という。

4. まとめ

非線形波動理論におけるソリトンの定義としては，
不変な波を表現し，無限遠方ではある定数に近づくよ
18 慣れてくれば具体的に計算しなくても，µ と ν の入れ替えに
対して �µν が反対称で ∂µ∂ν が対称なので，零となるのはすぐに
分かる。
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うに局所化され，他のソリトン（解）と衝突などの相
互作用をしても位相変化以外は変化しないような，非
線形微分（差分）方程式の解であるとされる。相対論
的な場の理論においては，局所化した有限エネルギー
をもつ古典的な場の方程式の解で，摂動に関して安定
性を保つ解を，ソリトン（解）と呼ぶ。
この安定性が，トポロジカルチャージの存在によっ
て達成される場合をトポロジカルソリトン（解），ラ
グラジアン密度の対称性から現れるネーターチャー
ジの存在によって達成される場合を非トポロジカルソ
リトン（解）と各々呼ばれる。トポロジカルチャージ
は，系の対称性から現れるネーターチャージのような
ものではなく，系の対称性とは無関係に存在している
チャージである。

本稿では，空間次元が 1次元な場合の相対論的な場
の理論におけるソリトンについて紹介した。具体例と
しては紙面の都合上，Polyakovの φ4模型のみを取り
上げたが，ポテンシャル U を

U(φ) = 1− cosφ (68)

としたときの sine-Gordon模型19 ：

∂2
t φ− ∂2

xφ− sinφ = 0 (69)

も非常に有名な例である。もし，興味をもたれた方は，
是非この sine-Gordon模型で本稿の計算をフォローす
ることを進める。

ところで，空間次元が 2 次元以上の場合にも同
様にソリトンはあるのか？と考えるのは自然であ
る。しかしながら，Derrick の定理20 というものが
あり，この定理によれば，スカラー場を考える限り，
静的な有限エネルギーをもつ古典解が存在できるの
は空間一次元のときのみである21 [6], [7]。

最後に，Derrickの定理の結果のみ表にまとめてお
く [16]：

空間次元 場の種類 解の例
1 スカラー場 ソリトン
2 スカラー場とゲージ場 ヴォルテックス
3 スカラー場とゲージ場 モノポール
4 ゲージ場 インスタントン

19 非線形 Klein-Gordon 模型というべき模型である。
20 その期待を裏切る内容から Derrick のダメ定理 や ソリトン
の非存在定理と呼ばれることもある。
21 しかし，Derrickのダメ定理の前提である「スカラー場という
条件」か「静的な」という条件をはずせば，可能性はもちろんあ
る。
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補足： 双曲線関数について

双曲線関数と指数関数の関係をまとめておく：

sinh x =
ex − e−x

2
=

e2x − 1

2ex
=

1 − e−2x

2e−x

cosh x =
ex + e−x

2
=

e2x + 1

2ex
=

1 + e−2x

2e−x

tanh x =
sinh x

cosh x
=

ex − e−x

ex + e−x
=

e2x − 1

e2x + 1
=

1 − e−2x

1 + e−2x

sech x =
1

cosh x
=

2

ex + e−x

cosech x =
1

sinh x
=

2

ex − e−x

coth x =
1

tanh x
=

ex + e−x

ex − e−x

これを用いれば，微分・積分・極限の計算 や さまざ
まな恒等式を求めることができる。
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We briefly review solitons, which are localized solutions to field equations in gauge theories.
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