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本稿では, デルタ関数を重ね合わせたものを初期値とする消散項付きの非線型シュレディン
ガー方程式について考察する.ここで,消散項の係数として (定数関数も含めて)時間に依存す
るものを扱う.本稿の目的は,非線型項と消散項がどのようにして解の振る舞いに影響を与え
るかを解析することである. 特に, 非線型項が解を不安定にするような効果を持つ場合に, 消
散項が解の不安定化を阻止するための十分条件を考察する.
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1. 序

次のような非線型の発展方程式 (非線型シュレディ
ンガー方程式)を考える:

(1) i∂tu+∆u+ id(t)u = λN (u) in (0,∞)×Rn,

ただし i =
√
−1, n ≥ 1, ∂t = ∂/∂t, ∆ =

n∑
k=1

∂2/∂x2
k,

λ ∈ C \ {0}, d : (0,∞) → Rは [0,∞)上局所可積分と
し*1,未知関数 u = u(t, x)は複素数値であるとする.ま
た,非線型項 N (u)は次のものと仮定する:

N (u) = |u|p−1u, p > 1.

この方程式は, n = 1, p = 3, d(t) が正値の定数関数
であるときに,非線型光学においてファイバー内の光パ
ルスの伝播を記述する基本方程式として現れる*2 [1].
なお,この文脈においては tが光ファイバーに沿った位
置を, x (= x1) が時刻を表す変数であるが, 本稿では t

で時刻を, xで位置を表すこととする.ここで, dが正値
の定数関数であるとき dは減衰定数を表し,ファイバー
損失と呼ばれている.実際に,線型項 iduは解を減衰さ
せる効果を持ち,この項は消散項と呼ばれている.この

*1 d : (0,∞) → R が [0,∞) 上局所可積分であることは, 任意

の t > 0について
∫ t

0
|d(s)| ds < ∞であることと同値であ

る. [0,∞)上局所可積分関数の集合を L1
loc([0,∞))と書く.

*2 しかし本稿での考察は, 後述の (4) があるために, n = 1 の場
合には p < 3という制限を受けた議論になる.

場合の (1)について,多くの研究がある (例えば [3], [4],
[5], [9], [11], [12]など).ここで, dが時刻 tに依存して
いたとしても,方程式 (1)における線型項 id(t)uは (あ
る程度の条件を満たせば)解に消散性を与えるため,こ
れも (時間依存型の)消散項と呼ぶことにする.
さて本稿では,初期値としてデルタ関数 (あるいはそ

れらの重ね合わせ)を与えたときの方程式 (1)の解の振
る舞いについて考察する.具体的には, a ∈ Rn \ {0}と
して次の初期値

(2) u(0, x) =
∑
j∈Z

µjδja(x) for x ∈ Rn

を与える,ただし, b ∈ Rn に対して δb は x = bに台を
持つデルタ関数, {µj}j∈Z ∈ ℓ21 とする.ここで, α ∈ R

に対して (複素)数列空間 ℓ2α を次で定義した:

ℓ2α :=
{
{Aj}j∈Z ⊂ C ; ∥{Aj}j∈Z∥ℓ2α < ∞

}
,

∥{Aj}j∈Z∥ℓ2α :=
( ∑

j∈Z

(1 + |j|2)α|Aj |2
)1/2

.

なお,記号の煩雑さを避けるため,以下では {Aj}j∈Z を
{Aj}と略記する.
1.1 研究の経緯と問題
本研究の動機は, 非線型シュレディンガー方程式に

従うデルタ関数 (の重ね合わせ) の時間発展を考察し
た Kita [7], [8] にある (Banica-Vega [2], Kenig-Ponce-
Vega [6]も参照されたい).そこでは d ≡ 0, p < 1+2/n

のときに次のことが示された:
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(i) 初期値問題 (1)–(2)の (時間)局所解が存在する;
(ii) Imλ > 0ならば,局所解は有限時刻で爆発する;
(iii) Imλ ≤ 0ならば,局所解は大域的に延長される.

特に (ii) から, Imλ > 0 のときに非線型項 λN (u) が
(1)–(2)の解を不安定化する効果を持つことがわかる.
この結果を受けて,著者は Imλ > 0, p < 1 + 2/nの
ときに d(t) を正値の定数関数として, すなわち消散効
果のある線型項を付して (1)–(2) を考察した [3]. そこ
では, 初期値の大きさ ∥{µj}∥ℓ21 が小さければ, 消散項
の働きによって非線型項の影響を抑え,局所解を大域的
に延長できることが得られた.一方で ∥{µj}∥ℓ21 が大き
ければ,消散項が非線型の影響を制御できずに, (爆発時
刻を遅らせることはできるものの) 局所解は相変わら
ず有限時刻で爆発することも得られた.
以上を踏まえると, Imλ > 0, p < 1 + 2/n であって
更に dが時間依存する場合には, dにどのような条件を
課せば小さな初期値に対する大域解の存在が成り立つ
のかという問題が現れる (この問題は [7], [8], [3]を含
む問題である).そこで,次節以降でこの問題に対する本
稿の結果を述べる.なお,時間依存する dの具体例につ
いても第 3.1節にて紹介する.

2. 記号

さて,上の問題に対する結果を述べるために,いくつ
かの記号を定義する.
まず,局所解の存在性 (命題 1)を述べるために必要な
記号を用意する. d ∈ L1

loc([0,∞))と b ∈ Rn に対して,
Ud(t)δb を次の問題の解とする:

{
i∂tu+∆u+ id(t)u = 0 in (0,∞)×Rn,

u(0, x) = δb(x) for x ∈ Rn.

これを解けば,

Ud(t)δb = exp
(
−
∫ t

0

d(s) ds+ i∆t
)
δb

= exp
(
−
∫ t

0

d(s) ds
)exp

(
i
|x− b|2

4t

)

(4πit)n/2

であることがわかる. さらに, p > 1 に対して関数
f : (0,∞) → (0,∞)を

(3) f(t) :=
(
exp

(
−
∫ t

0

d(s) ds
)
(4πt)−n/2

)p−1

と定める.ここで, p < 1 + 2/nであることは f が区間
(0, 1]で可積分となるための必要十分条件であることに

注意する:

(4) 1 < p < 1 +
2

n
⇐⇒

∫ 1

0

f(t) dt < ∞.

また, (4) でないとき, すなわち p ≥ 1 + 2/n のとき
は, Kenig-Ponce-Vega [6] によって初期値が u(0, x) =

δ0(x) のときの非線型シュレディンガー方程式は非適
切となることが得られていることにも注意する.
次に, 主結果である解の時間大域性 (定理 2) を述べ
るために必要な記号を用意する. T = R/2πZ とする.
1 ≤ q ≤ ∞に対してT上のルベーグ空間 Lq = Lq(T)

を Lq := {g : T → C ; g は可測で ∥g∥Lq < ∞} とし,
そのノルムを

∥g∥Lq :=




(∫ 2π

0

|g(θ)|q dθ
)1/q

(1 ≤ q < ∞),

ess.sup
θ∈T

|g(θ)| (q = ∞)

により定める. g, h ∈ L2 に対して

⟨g, h⟩θ =

∫ 2π

0

g(θ)h(θ) dθ

と定める, ただし h(θ) は h(θ) の複素共役を表すも
のとする. また, T 上のソボレフ空間 H1 = H1(T)

を H1 = {g(θ) ∈ L2; ∥g∥H1 < ∞} とし, そのノル
ムを ∥g∥H1 = ∥{Cj}∥ℓ21 により定める, ここで Cj =

(2π)−1/2
∫ 2π

0
g(θ)e−ijθ dθとした.これらの関数空間を

用いて, Imλ > 0,
∫ t

0
f(t) dt < ∞という仮定のもとで

次の正定数を用意する:

(5)




C0 := C1 + C2,

C1 := γp+1
p+1Imλ,

C2 := pγp−1
∞ |λ|.

ここで, γp+1, γ∞ はガリアルド・ニレンベルグの不等
式の最良定数とした,すなわち次の不等式を満たす最小
の正定数 C のことである: 任意の v ∈ H1(T)に対して

∥v∥p+1
Lp+1 ≤ C∥v∥(p+3)/2

L2 ∥v∥(p−1)/2
H1 (1 ≤ p < ∞),(6)

∥v∥L∞ ≤ C∥v∥1/2L2 ∥v∥1/2H1 .(7)

さらに, ε0, ε1 > 0を次で定める:

ε0 :=
(
(p− 1)Imλ

∫ ∞

0

f(t) dt
)−1/(p−1)

,(8)

ε1 :=
1√
2π

(
(p− 1)C0

∫ ∞

0

f(t) dt
)−1/(p−1)

(
=

1√
2π

( Imλ

C0

)1/(p−1)

ε0

)
.
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3. 主結果

主結果を述べる前に,局所解の存在について述べる.

命題 1 (局所解の存在). 1 < p < 1 + 2/n と仮定する.
このとき,ある T > 0および {Aj(t)} ∈ C([0, T ); ℓ21)∩
C1((0, T ); ℓ21)が一意的に存在して

(9) u =
∑
j∈Z

Aj(t)Ud(t)δja
(
∈ L∞

loc(0, T ;L
∞(Rn))

)

が (1)–(2)の解かつ Aj(0) = µj (j ∈ Z)となる.

注意 1. この命題は, (1)–(2)に対する解の一意性までは
保証しておらず, (9) という形の解が存在し, さらにこ
の形の解は一意的であると主張している.

命題 1 の証明のアイディアは [7], [8] のそれに基づ
く.具体的には偏微分方程式 (1)を {Aj(t)}の微分方程
式系に帰着させ,縮小写像の原理を用いて解の一意存在
性を示す.その際に (4)を用いる.
それでは, Imλ > 0の場合について,上の局所解の時
間大域的性質を述べる.ここでは f の [1,∞)での広義
可積分性が鍵となる.

定理 2 (時間大域性). 1 < p < 1 + 2/n, Imλ > 0 とす
る.このとき,命題 1において存在した {Aj(t)}につい
て,次が成り立つ.

(i)
∫ ∞

0

f(t) dt = ∞のとき:

任意の {µj} ∈ ℓ21 に対して, ある T ∗ > 0 が存在
して lim

t→T∗−0
∥{Aj(t)}∥ℓ21 = ∞となる.

(ii)
∫ ∞

0

f(t) dt < ∞のとき:

（a）∥{µj}∥ℓ20 > ε0 ならば,ある T ∗ > 0が存在し
て lim

t→T∗−0
∥{Aj(t)}∥ℓ21 = ∞となる.

（b）∥{µj}∥ℓ21 ≤ ε1 ならば, ある {Aj(t)} ∈
C([0,∞); ℓ21) ∩ C1((0,∞); ℓ21) が一意的に存
在して (9)が (1)–(2)の大域解となる. さらに
∥{µj}∥ℓ21 < ε1 ならば, ある {νj} ∈ ℓ21 が存
在して lim

t→∞
∥{Aj(t)} − {νj}∥ℓ21 = 0となる.

注意 2. この定理の証明は本質的に解のノルムについ
て微分不等式を得るところにある. このような手法は
Ozawa-Yamazaki [10]や Zhang [13]においても用いら
れている.

注意 3. (8)において定められた ε0 は (よって ε1 も) a
に依らない, ただし a とは初期値 (2) で選んだもの, す

なわち初期値を成すデルタ関数たちの台を生成するも
のである. このことは定理の証明における (37) や (38)
からわかる.

注意 4. 定理 2 (ii)において, ∥{µj}∥ℓ20 ≤ ε0 かつ ε1 <

∥{µj}∥ℓ21 のときは, {Aj(t)} が大域的に存在するか否
か一般には未解決である. しかし次節で述べるように,
初期値がデルタ関数 1つのみのときには,解の大域存在
性を完全に決める初期値のサイズを選ぶことができる.

本節を終えるに当たって, ε0 を具体的に計算できる
d(t)の例を挙げ,実際に計算してみる.
3.1 具体的な dに対する ε0 の計算例
ここでも 1 < p < 1 + n/2, Imλ > 0 とし, さらに

γ = n(p− 1)/2 (< 1)とする.

例 1 (Doi [3]). d0 ∈ Rとし, d(t) ≡ d0 とする.このと
き f(t) = exp(−d0(p− 1)t)(4πt)−γ であり,

∫ ∞

0

f(t) dt =




(p− 1)γ−1

(4π)γd1−γ
0

Γ (1− γ) if d0 > 0,

∞ if d0 ≤ 0

となる, ただし Γ をガンマ関数とした. ここで d0 > 0

とすれば ε0 は次の値となる:

ε0 =
( 4π

p− 1

)n/2( d1−γ
0

(Imλ)Γ (1− γ)

)1/(p−1)

.

例 2. d0 ∈ R, α < 1に対し,

d(t) =
d0
tα

(t > 0)

とする (α = 0の場合が例 1である).このとき,

f(t) = exp
(
− d0(p− 1)

1− α
t1−α

)
(4πt)−γ

である.これより

∫ ∞

0

f(t) dt =

{
I if d0 > 0,

∞ if d0 ≤ 0

である,ただし

I =
(p− 1)((γ−α)/(1−α))−1Γ

(
(1− γ)/(1− α)

)

(4π)γ(1− α)(γ−α)/(1−α)d
(1−γ)/(1−α)
0

とした.ここで d0 > 0とすれば ε0 は次の値となる:

ε0 = (4π)
n
2

(1− α

p− 1

) γ−α
(1−α)(p−1)

( d
(1−γ)/(1−α)
0

(Imλ)Γ ( 1−γ
1−α )

) 1
p−1

.
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例 3. d0 ∈ Rに対し,

d(t) =
d0

1 + t
(t > 0)

とする.このとき,

f(t) = (1 + t)−d0(p−1)(4πt)−γ

である.これより
∫ ∞

0

f(t) dt =

{
I if d0 > (1− γ)/(p− 1),

∞ if d0 ≤ (1− γ)/(p− 1)

である,ただし

I =
1

(4π)γ
B(1− γ, d0(p− 1)− (1− γ))

(B はベータ関数)とした.ここで d0 > (1− γ)/(p− 1),
D0 = d0(p− 1)− (1− γ)とすれば ε0 は次の値となる:

ε0 =
(4π)n/2(

(p− 1)(Imλ)B(1− γ,D0)
)1/(p−1)

.

4. 具体例: u(0, x) = µδ0(x)の場合

本節では, 初期値 (2) のデルタ関数が 1 つのみのと
きの方程式 (1)の解について考察する.具体的には初期
値を

(10) u(0, x) = µδ0(x) for x ∈ Rn

とする, ただし µ > 0 とする. ここで, 一般には初期値
(10) の係数 µ を複素数として考えるが, 方程式 (1) が
ゲージ不変性を持つ*3ことから µ > 0 として一般性を
失わないことに注意する.このとき,厳密解を得ること
により命題 1,定理 2よりも詳細な情報を得ることがで
きる.

命題 3. 1 < p < 1 + 2/nと仮定する.このとき,次が成
り立つ:

(i) (局所解の存在)ある T > 0が存在して

(11) A(t) =




µF (t)iλ/((p−1)Imλ) if Imλ ̸= 0,

µ exp
(
− iλµp−1

∫ t

0

f(τ) dτ
)

if Imλ = 0

とすると

(12) u = A(t)Ud(t)δ0
(
∈ L∞

loc(0, T ;L
∞(Rn))

)

*3 ここで,方程式がゲージ不変性を持つということを次のように
定義している: uを考えている方程式の解とするとき,任意の
θ ∈ Rに対して eiθuもその方程式の解となる.

が (1)–(10)の解となる,ただし F : [0,∞) → Rを

F (t) = 1− (p− 1)(Imλ)µp−1

∫ t

0

f(τ) dτ

と定めた.
(ii) Imλ > 0かつ

∫ ∞

0

f(t) dt = ∞のとき:

任意の µ > 0 に対して, ある T ∗ > 0 が存在して
lim

t→T∗−0
|A(t)| = ∞となる.

(iii) Imλ > 0かつ
∫ ∞

0

f(t) dt < ∞のとき:

（a）µ > ε0 ならば, ある T ∗ > 0 が存在して
lim

t→T∗−0
|A(t)| = ∞となる.

（b）µ ≤ ε0 ならば, A(t) は時間大域的に存在す
る. さらに, µ < ε0 ならば,ある ν0 ∈ C \ {0}
が存在して lim

t→∞
A(t) = ν0となる. また, µ =

ε0 ならば, lim
t→∞

∥u(t, ·)− φ(t, ·)∥L∞(Rn) = 0

となる,ただし

φ(t, x) =
(F (t)

iReλ
Imλ d(t)

Imλ

) 1
p−1

i−
n
2 ei

|x−a|2
4t

とした.
(iv) Imλ ≤ 0のとき: A(t)は時間大域的に存在する.

注意 5. 命題 3-(i)の F は連続関数である.

注意 6. lim
t→∞

d(t)が存在するとき,その極限値を d∞ と
すると,命題 3-(iiib)における φについて,

lim
t→∞

|φ(t, x)| =
( d∞

Imλ

)1/(p−1)

となる.これは, d(t)を t → ∞で大きくすれば (1)–(10)
の解の絶対値も大きくできることを意味している.つま
り,ちょうどよいサイズの初期値から時間発展させるこ
とで非線型項と消散項の影響がうまく釣り合い,適当な
大きさの解を得ることができ,しかもその大きさは d∞

の選び方によって自由にコントロールできるというこ
とになる.

本節の残りの部分で命題 3を示す.
4.1 命題 3の証明
(i)について. (12)を (1)–(10)に代入すると A(t)につ
いて次の常微分方程式を得る:

(13)



i
dA

dt
= λf(t)N (A), for t ∈ (0, T ),

A(0) = µ.

(13)を解くために (13)の両辺に A(t)を掛ける:

i
dA

dt
A = λf(t)|A|p+1.
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この両辺の虚部を取って 2倍すると

d

dt
|A(t)|2 = 2(Imλ)f(t)|A(t)|p+1

となり,これより

− 2

p− 1

d

dt
|A(t)|−(p−1) = 2(Imλ)f(t)

を得る.ここで両辺を積分すれば

(14) |A(t)|p−1 =
µp−1

F (t)

となる. このとき, (14) の右辺の分母 F (t) における∫ t

0

f(τ) dτ は, d ∈ L1
loc([0,∞)) であることと p <

1 + 2/n であることから意味を持つことに注意する.
また, F (t)は十分小さな T > 0に対して正となるため,
|A(t)| (0 ≤ t < T ) 自体も意味を持つことに注意する.
あとは (14)を (13)に代入すれば (11)を得て,これによ
り (i)が示された.
(ii)について. Imλ > 0より F は単調減少であり,また∫ ∞

0

f(t) dt = ∞よりR(F ) = (−∞, 1]である*4.よっ

て中間値の定理から F (T ∗) = 0となる T ∗ > 0が一意
的に存在する.これと (14)より lim

t→T∗−0
|A(t)| = ∞と

なる.よって (ii)が示された.
(iii) について. (a): Imλ > 0 より F は単調減少であ
り,また µ > ε0よりR(F )∩ (−∞, 0) ̸= ∅である.よっ
て中間値の定理から F (T ∗) = 0となる T ∗ > 0が一意
的に存在する.これと (14)より lim

t→T∗−0
|A(t)| = ∞と

なる.
(b): Imλ > 0, µ ≤ ε0 より R(F ) = (0, 1]である.よっ
て任意の t > 0 まで A(t) は存在する. さらに µ < ε0

とすれば lim
t→∞

F (t) = 1− (µ/ε0)
p−1 > 0となるので,

lim
t→∞

A(t) = µ
(
1−

( µ

ε0

)p−1)iλ/((p−1)Imλ)

となる.一方 µ = ε0 とすると,ロピタルの定理より

lim
t→∞

∥u(t, ·)− φ(t, ·)∥L∞(Rn) = 0

が導かれる.よって (iii)が示された.
(iv)について. R(F ) ⊂ [1,∞)より任意の t ≥ 0まで
A(t)は存在する.よって (iv)が示された.
以上より命題 3が示された.

*4 R(F )は F の値域 {F (t) ∈ R | t ∈ [0,∞)}を表す.

注意 7. 命題 3の証明と似た議論によって, p < 1+2/n,

Imλ ≥ 0,
∫ ∞

0

f(t) dt < ∞であれば次の最終値問題




i
dA

dt
= λf(t)N (A), for t ∈ (0,∞),

lim
t→∞

A(t) = ν

の解も一意的に定まることがわかる, ただし, ν > 0 と
した*5.実際,解は

A(t) =




νG(t)iλ/((p−1)Imλ) if Imλ > 0,

ν exp
(
iλνp−1

∫ ∞

t

f(τ) dτ
)

if Imλ = 0

であり,特に Imλ > 0のときの A(0)は

A(0) = ν
(
1 +

( ν

ε0

)p−1)iλ/((p−1)Imλ)

となる,ただし G : [0,∞) → Rを

G(t) = 1 + (p− 1)(Imλ)µp−1

∫ ∞

t

f(τ) dτ

と定めた.

5. 命題 1の証明

命題 1を示すために,以下の 2つの補題を用いる (補
題 4 では d ≡ 0 の場合を示すことが本質的であり, こ
の場合は Kita [8]によって証明されている).

補題 4. {Aj(t)} ∈ C([0, T ); ℓ21) とする. このとき次が
成立する:

N
( ∑
j∈Z

Aj(t)Ud(t)δja
)

(15)

= f(t)
∑
j∈Z

�Aj(t)Ud(t)δja,

ただし �Aj(t) = (2π)−1e−i|ja|2/4t⟨N (v), e−ijθ⟩θ,

v = v(t, θ) =
∑
j∈Z

Aj(t)e
−ijθei|ja|

2/4t

とし, f(t)は (3)で定義されたものとする.

証明. まず, Ed(t) := exp
(
−
∫ t

0

d(s) ds
)
とおく.この

とき Ud(t) = Ed(t)U0(t)より

N
( ∑
j∈Z

Aj(t)Ud(t)δja
)

(16)

= Ed(t)
pN

( ∑
j∈Z

Aj(t)U0(t)δja
)

*5 ここでも ν ∈ Cとして考えるべきだが,方程式がゲージ不変
性を持つことから ν > 0として一般性を失わない.
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が成り立つ.
また, Kita [8]において d = 0の場合の (15)すなわち

N
( ∑
j∈Z

Aj(t)U0(t)δja
)

(17)

= (4πt)−n(p−1)/2
∑
j∈Z

�Aj(t)U0(t)δja

が得られている.実際, U0(t)が U0(t) = MtDtFMt と
分解されることに注意する. ここで, Mt, Dt, F はそ
れぞれ,関数 g(x)に対して次の通りに作用するもので
ある:

[Mtg](x) := ei|x|
2/4tg(x),

[Dtg](x) := (2it)−n/2g(x/2t),

[Fg](x) := (2π)−n/2

∫

Rn

g(y)e−iy·x dy,

ただし y · xは xと y の標準内積とする.今, N がゲー
ジ不変性を持つ*6ことから

N ([Mtg](x)) = Mt[N (g)](x),

N ([Dtg](x)) = (2t)−n(p−1)/2Dt[N (g)](x)

が成り立つ.これより,

N
( ∑
j∈Z

Aj(t)U0(t)δja
)

(18)

= (2t)−n(p−1)/2MtDtN
( ∑
j∈Z

Aj(t)FMtδja
)

である.また,

N
( ∑
j∈Z

Aj(t)FMtδja
)
(x)(19)

= N
(
(2π)−n/2

∑
j∈Z

Aj(t)e
−ija·x+i|ja|2/4t)

であるので, a · x = θとおくと上の関数は周期 2π の周
期関数 N

(
(2π)−n/2v(t, θ)

)
となる. そこでこれをフー

リエ級数展開すると,

N
(
(2π)−n/2v(t, θ)

)
(20)

= (2π)−1−np/2
∑
j∈Z

⟨N (v(t, φ), eijφ⟩φeijθ

= (2π)−1−np/2
∑
j∈Z

⟨N (v(t, φ), e−ijφ⟩φe−ijθ

= (2π)−np/2
∑
j∈Z

�Aj(t)e
−ijθei|ja|

2/4t

*6 ここで, N がゲージ不変性を持つということを次のように
定義している: 任意の z ∈ C, θ ∈ R に対して N (eiθz) =

eiθN (z)が成り立つ.

となる.ここで再び θ = a · xを用いて
∑
j∈Z

�Aj(t)e
−ijθei|ja|

2/4t(21)

= (2π)n/2
∑
j∈Z

�Aj(t)FMtδja(x)

が成り立つ.よって (18)から (21)を併せることで (17)
が得られた.
以上より, (16)と (17)を併せて (15)が得られる.

補題 5 (Kita [7], [8]). T > 0 とし, I = [0, T ) また
は I = [0,∞) とする. また, {Aj}, {A(1)

j }, {A(2)
j } ∈

L∞(I; ℓ21) に対し, { �Aj}, { �A(1)
j }, { �A(2)

j } をそれぞれ補
題 4で与えられる列とする.このとき,任意の t ∈ I に
対して次が成り立つ:

∥{ �Aj(t)}∥ℓ21 ≤ C∥{Aj}∥pL∞(I;ℓ21)
,(22)

∥{ �A(1)
j (t)} − { �A(2)

j (t)}∥ℓ20(23)

≤ CMp−1∥{A(1)
j } − {A(2)

j }∥L∞(I;ℓ20)
,

ただしM = max
m=1,2

∥{A(m)
j }∥L∞(I;ℓ21)

とする.

以下の証明は [8]のそれを詳しく述べたものである.

証明. まず (22)を示す.

∥{ �Aj(t)}∥2ℓ21 =
∑
j∈Z

| �Aj(t)|2 +
∑
j∈Z

|j �Aj(t)|2

より,
∑
j∈Z

| �Aj(t)|2 と
∑
j∈Z

|j �Aj(t)|2 をそれぞれ評価す

る.今,

(2π)−1/2⟨N (v(t, θ)), eijθ⟩θ = (2π)1/2ei|ja|
2/4t �A−j(t)

であることに注意すると,パーセヴァルの等式より

∥N (v(t))∥2L2 = 2π
∑
j∈Z

| �Aj(t)|2

が成り立つ.よって

(24)
∑
j∈Z

| �Aj(t)|2 =
1

2π
∥N (v(t))∥2L2 ≤ ∥v(t)∥2pL∞

となる.ここで,シュワルツの不等式より

∥v(t)∥L∞(25)
= ess.sup

θ∈T
|v(t, θ)|

= ess.sup
θ∈T

�� ∑
j∈Z

Aj(t)e
−ijθei|ja|

2/4t
��

≤
( ∑
j∈Z

(1 + |j|2)|Aj(t)|2
)1/2( ∑

j∈Z

1

1 + |j|2
)1/2

≤ C∥{Aj(t)}∥ℓ21
≤ C∥{Aj}∥L∞(I;ℓ21)
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であるので, (24)と (25)を併せて

(26)
∑
j∈Z

| �Aj(t)|2 ≤ C∥{Aj}∥2pL∞(I;ℓ21)

を得る.次に部分積分から

j �Aj(t) =
i

2π
e−i|ja|2/4t⟨∂θN (v(t, θ)), e−ijθ⟩θ

がわかるので,パーセヴァルの等式より

(27)
∑
j∈Z

|j �Aj(t)|2 =
1

2π
∥∂θN (v(t))∥2L2

となる.ここで,簡単な計算によって

∂θN (v) =
p+ 1

2
|v|p−1∂θv +

p− 1

2
|v|p−3v2∂θv

であることがわかるので,

(28) ∥∂θN (v)∥L2 ≤ p∥v∥p−1
L∞ ∥∂θv∥L2

となることに注意する.また,

∥∂θv(t)∥L2 =
�� ∑

j∈Z

(−i)jAj(t)e
i|ja|2/4t

��
L2(29)

= (2π)1/2
( ∑
j∈Z

|jAj(t)|2
)1/2

≤ C∥{Aj(t)}∥ℓ21
≤ C∥{Aj}∥L∞(I;ℓ21)

であるので, (27)から (29)までと (25)を併せて

(30)
∑
j∈Z

|j �Aj(t)|2 ≤ C∥{Aj}∥2pL∞(I;ℓ21)

を得る.よって (26)と (30)より, (22)が成り立つ.
次に (23)を示す. m = 1, 2に対して

vm(t, θ) =
∑
j∈Z

A
(m)
j e−ijθei|ja|

2/4t

とおくと, {A(m)
j }の定義及びパーセヴァルの等式から

∥{ �A(1)
j (t)}−{ �A(2)

j (t)}∥2ℓ20(31)

=
∑
j∈Z

| �A(1)
j (t)− �A(2)

j (t)|2

=
1

2π
∥N (v1(t))−N (v2(t))∥2L2

が成り立つ.ここで

|N (v1)−N (v2)| ≤ C(|v1|p−1 + |v2|p−1)|v1 − v2|

に気を付ければ, (31), (25)と併せて (23)を得る.
以上により補題 5が示された.

これらの補題を用いて,命題 1の証明を行う.議論の
方針も [7], [8] (あるいは [3])に従えばよい.

命題 1の証明. (9) を (1) に代入する. このとき, 補題 4
と i∂tUd(t)δja + ∆Ud(t)δja + id(t)Ud(t)δja = 0であ
ることを用いて

∑
j∈Z

i
dAj

dt
Ud(t)δja =

∑
j∈Z

λf(t) �AjUd(t)δja

を得る.ここで,
∑
j∈Z

Bj(t)Ud(t)δja = 0であることと任

意の j ∈ Zに対して Bj(t) = 0となることは同値であ
ることに注意する.実際,

∑
j∈Z

Bj(t)Ud(t)δja = 0と仮定

して,両辺をフーリエ変換し,添え字 j に依存しない因
子を両辺にかけると

∑
j∈Z

Bj(t)e
−ija·ξ = 0となる. ここ

で a · ξ = θ とおいて上の等式の左辺を周期 2π の周期
関数とみなすことにより Bj(t) = 0 が従う. これより,
次の常微分方程式系を得る:

(32)



i
dAj

dt
= λf(t) �Aj , for t ∈ (0, T ), j ∈ Z,

Aj(0) = µj .

命題 1を示すには, (32)に対する (考えるクラスの中で
の)解の一意存在性を示せば十分である.これを示すた
めに,次の積分方程式系を考える:

Aj(t) = µj − iλ

∫ t

0

f(τ) �Aj(τ) dτ(33)

=: [Φj({Ak})](t), t ∈ [0, T ), j ∈ Z.

以下では縮小写像の原理によって (32)の解の一意存在
性を導く. そのために写像 Φ : A = {Aj} �→ {Φj(A)}
が縮小性をもつ空間を設定する. ρ = ∥{µj}∥ℓ21 とし

B2ρ =
{
{Aj} ∈ L∞(0, T ; ℓ21);

∥{Aj}∥L∞(0,T ;ℓ21)
≤ 2ρ

}

とおく,ここで B2ρ の位相を L∞(0, T ; ℓ20)-ノルムによ
り定める.このとき B2ρ はこの位相について閉である.
これより B2ρ はこの位相について完備である.また,補
題 5 から, すべての A, B ∈ B2ρ に対して次の評価が
成り立つ:

∥Φ(A)∥L∞(0,T ;ℓ21)
≤ ρ+ C(2ρ)p

∫ T

0

f(τ) dτ,(34)

∥Φ(A)− Φ(B)∥L∞(0,T ;ℓ20)
(35)

≤ C(2ρ)p−1

∫ T

0

f(τ) dτ ∥A−B∥L∞(0,T ;ℓ20)
.
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(34) と (35) から, T > 0 を十分小さくとることによ
り写像 Φ は B2ρ 上の縮小写像となる. よって縮小写
像の原理から A = {Aj} ∈ L∞(0, T ; ℓ21) で (33) の解
となるものが存在する.また,ルベーグの収束定理から
A ∈ C1([0, T ); ℓ21)が従う. C([0, T ); ℓ20)における一意
性も標準的な議論より従う.
以上より命題 1が示された.

6. 定理 2の証明

まず, 補題 4 において �Aj(t) を定義する際に用いら
れた v(t, θ) =

∑
j∈Z Aj(t)e

−ijθei|ja|
2/4t は, (32)より

(36) i∂tv = −|a|2

4t2
∂2
θv + λf(t)N (v)

を満たす.ここで, ∂tv, ∂2
θv を正当化するために軟化子

の例であるポアソン核 Pr(θ) = (2π)−1
∑

j∈Z r|j|eijθ

(0 < r < 1)を用いた議論を行った. 以下でもこのよう
な議論がその都度必要となるが,本稿では証明の簡略化
のために省略する.また,パーセヴァルの等式より

∥{Aj(t)}∥ℓ20 = (2π)−1/2∥v(t)∥L2 ,

∥{jAj(t)}∥ℓ20 = (2π)−1/2∥∂θv(t)∥L2

が成り立つ.よって {Aj(t)}の大域性を調べるためには
∥v(t)∥2H1(= ∥v(t)∥2L2 + ∥∂θv(t)∥2L2 = 2π∥{Aj(t)}∥2ℓ21)
を考えれば十分である.
さて, (36) の両辺に v を掛けて T 上で積分し, さら

にその両辺の虚部を取ることにより,

(37)
d

dt
∥v(t)∥2L2 = 2(Imλ)f(t)∥v(t)∥p+1

Lp+1 .

を得る.また, (36)の両辺を θ について偏微分してから
両辺に ∂θv を掛けて T上で積分し,その両辺の虚部を
取ることで次も得られる:

d

dt
∥∂θv(t)∥2L2(38)

= 2f(t)Im
(
λ⟨∂θN (v(t)), ∂θv(t)⟩θ

)
.

それでは以下で定理 2-(i)および (ii)を示す.
定理 2-(i) の証明. 背理法にて証明する. そこで, 結論
が成り立たないと仮定する,すなわち, 任意の t ≥ 0に
対して ∥{Aj(t)}∥ℓ21 < ∞ とする. この仮定のもとで
矛盾を導く. まず, ヘルダーの不等式より ∥v∥p+1

Lp+1 ≥
(2π)−(p−1)/2∥v∥p+1

L2 が成り立つことに注意する. これ
より (37)と主張における仮定 Imλ > 0より

d

dt
∥v(t)∥2L2 ≥ 2(2π)−(p−1)/2(Imλ)f(t)∥v(t)∥p+1

L2

を得る.よって

(39) ∥v(t)∥p−1
L2 ≥

∥v(0)∥p−1
L2

F0(t)

となる,ただし F0 : [0,∞) → Rを

F0(t) = 1− (p− 1)(Imλ)∥{µj}∥p−1
ℓ20

∫ t

0

f(τ) dτ

とした (F0 は連続関数である). ここで Imλ > 0 よ
り F0 は単調減少であり, また

∫ ∞

0

f(t) dt = ∞ より

R(F0) = (−∞, 1] である. よって中間値の定理から
F0(T

∗) = 0となる T ∗ > 0が存在する.これより

lim
t→T∗−0

∥v(t)∥L2 = ∞

が成り立つ. ところがこれは, 任意の t ≥ 0 に対して
∥v(t)∥L2 ≤ C∥{Aj(t)}∥ℓ20 ≤ C∥{Aj(t)}∥ℓ21 < ∞とな
ることに矛盾する (最後の不等式が仮定である).よって
(i)が示された.
定理 2-(iia) の証明. (i) の証明と同じように背理法
により示す. 任意の t ≥ 0 に対して ∥{Aj(t)}∥ℓ21 <

∞ とする. このとき (39) を得る. ここで Imλ > 0 よ
り F0 は単調減少であり, また ∥{µj}∥ℓ20 > ε0 より
R(F0)∩ (−∞, 0) ̸= ∅である.よって中間値の定理から
F0(T

∗) = 0となる T ∗ > 0が存在する.あとは (i)の証
明と同じようにして矛盾が導かれる. よって (iia) が示
された.
定理 2-(iib) の証明. ∥v(t)∥2H1(= 2π∥{Aj(t)}∥2ℓ21) を
ア・プリオリ評価する. ガリアルド・ニレンベルグの不
等式 (6)–(7), シュワルツの不等式, さらに (28) を (37)
と (38)に適用すると,

d

dt
∥v∥2L2 ≤ 2(Imλ)f(t)γp+1

p+1∥v∥
(p+3)/2
L2 ∥v∥(p−1)/2

H1

≤ 2C1f(t)∥v∥p+1
H1 ,

d

dt
∥∂θv∥2L2 ≤ 2f(t)|λ|∥∂θN (v)∥L2∥∂θv∥L2

≤ 2f(t)|λ|p∥v∥p−1
L∞ ∥∂θv∥L2∥∂θv∥L2

≤ 2f(t)|λ|pγp−1
∞ ∥v∥(p−1)/2

L2 ∥v∥((p−1)/2)+2
H1

≤ 2C2f(t)∥v∥p+1
H1 ,

を得る, ただし C1 と C2 は正定数で (5) で定められた
ものである. これより

d

dt
∥v∥2H1 ≤ 2C0f(t)∥v∥p+1

H1

を得る,ただし C0 = C1 + C2 である.故に

(40) ∥v(t)∥p−1
H1 ≤

∥v(0)∥p−1
H1

F1(t)
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が成り立つ,ただし F1 : [0,∞) → Rを

F1(t)

= 1− (2π)(p−1)/2(p− 1)C0∥{µj}∥p−1
ℓ21

∫ t

0

f(τ) dτ

とした.よって lim
t→∞

F1(t) ≥ 0すなわち ∥{µj}∥ℓ21 ≤ ε1

であるとき, {Aj(t)} ∈ C([0,∞); ℓ21) ∩ C1((0,∞); ℓ21)

となる.
さらに ∥{µj}∥ℓ21 < ε1 の場合を考える. このとき,

(40)より,ある定数 C > 0が存在して任意の t ≥ 0に
対し ∥{Aj(t)}∥ℓ21 = (2π)−1/2∥v(t)∥H1 < C が成り立
つ.ここで

{νj} := {µj} − iλ

∫ ∞

0

f(τ){ �Aj(τ)} dτ.

とおく. なお, この右辺第 2 項の広義積分は補題 5 の
(22)より ℓ21 の意味で収束することに注意する.これよ
り {νj} ∈ ℓ21 である.また,再び (22)より

∥{Aj(t)} − {νj}∥ℓ21

≤ C∥{Aj(t)}∥pL∞(0,∞;ℓ21)

∫ ∞

t

f(τ) dτ

≤ C

∫ ∞

t

f(τ) dτ −→ 0 (t → ∞)

を得る. よって (iib)が示された.
以上で定理 2が示された.
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Summary
In this paper, we consider the Cauchy problem for nonlinear Schrödinger

equations with time-dependent dissipation and superposed delta functions as initial
data. The aim of this paper is to study the influence of nonlinearity and damping
(absorption) on the solution. The case where the nonlinearity makes the solution
unstable is of special interest, because the dissipative nature from the damping
comes into play in this case.
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− 27 −デルタ関数を初期値とする時間依存型消散項付き非線型シュレディンガー方程式について


