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本稿では,平面波を重ね合わせたものを初期値とする消散項付きの非線型分
散型方程式について考察する.ここで,消散項の係数として (定数関数も含め
て)時間に依存するものを扱う.本稿の目的は,非線型項と消散項がどのよう
にして解の振る舞いに影響を与えるかを解析することである.特に,非線型項
が解を不安定にするような効果を持つ場合に,消散項が解の不安定化を阻止
するための十分条件を考察する.
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1. 序

次のような非線型発展方程式を考える:

(1) ∂tu+ Lu = λN (u) in (0,∞) × Rn,

ただし n ≥ 1, ∂t = ∂/∂t, λ = λ1 + iλ2 ∈ C \ {0} (λ1,

λ2 ∈ R), i =
√
−1 とし, 未知関数 u = u(t, x) は複素

数値であるとする. また, 線型微分作用素 L : S � → S �

は各 t > 0に応じて

Lu = F−1[P (t, ξ)F [u](ξ)], u ∈ S �

と定める,ただし, S � = S �(Rn)は Rn 上の緩増加超関
数全体からなる空間とし, F は S � 上のフーリエ変換,
P (t, ·) は緩増加関数 (すなわち, P (t, ·) ∈ C∞(Rn

ξ ) で
あり, 任意の多重指数 α ∈ Zn

+ に対してある N(α) ∈
Z+ が存在して

sup
ξ∈Rn

(1 + |ξ|)−N(α)|∂α
ξ P (t, ξ)| <∞

となるもの) とする. 上で定めた L の典型例として, 次
のようなものが挙げられる: d : (0,∞) → Rとして

P (t, ξ) = d(t) + i|ξ|2,(2)

P (t, ξ) = d(t) − iξ3 (n = 1).(3)

(2), (3) に対する L はそれぞれシュレディンガー型
(L = −i∆ + d(t) = −i

∑n
k=1 ∂

2/∂x2
k + d(t)), エア

リー型 (L = ∂3
x + d(t))の作用素である.本稿ではこの

例 (2), (3)のような方程式に分散性を与える L (すなわ
ち P )を考える.さらに N (u)は次のような非線型項と
仮定する:

N (u) = |u|p−1u, p > 1.

この非線型項はゲージ不変性と呼ばれる次の性質

N (eiθz) = eiθN (z), z ∈ C, θ ∈ R

を持つ.
方程式 (1) は様々な物理現象に対するモデル方程式
を含むが,特に n = 1, p = 3, P を (2)として d(t)が正
値の定数関数であるときに,非線型光学においてファイ
バー内の光パルスの伝播を記述する基本方程式として
現れる [1], [2].なお,その文脈においては tが光ファイ
バーに沿った位置を, x (= x1) が時刻を表す変数であ
るが,本稿では tで時刻を, xで位置を表すこととする.
ここで, dが正値の定数関数であるとき dは減衰定数を
表し, ファイバー損失と呼ばれている. 実際に, 線型項
du は解を減衰させる効果を持ち, この項は消散項と呼
ばれている. この場合の (1) について, 多くの研究があ
る (例えば [5], [6], [7], [9], [10], [14], [15], [16] など).
ここで, dが時刻 tに依存していたとしても,方程式 (1)

における線型項 d(t)u は (ある程度の条件を満たせば)
解に消散性を与えるため, これも (時間依存型の) 消散
項と呼ぶことにする.
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さて本稿では,初期値として平面波 (あるいはそれら
の重ね合わせ)を与えたときの方程式 (1)の解の振る舞
いについて考察する.具体的には, a ∈ Rn \ {0}として
次の初期値

(4) u(0, x) =
∑
j∈Z

µjEja(x) for x ∈ Rn

を与える, ただし, b ∈ Rn に対して Eb(x) = eib·x

(x ∈ Rn), {µj}j∈Z ⊂ Cとする.ここで,

(5) {µj}j∈Z ∈ �21

を仮定する, ただし, α ∈ R に対して (複素) 数列空間
�2α を次で定義した:

�2α :=
{
{Aj}j∈Z ⊂ C ; �{Aj}j∈Z��2α

<∞
}
,

�{Aj}j∈Z��2α
:=

( ∑
j∈Z

(1 + |j|2)α|Aj |2
)1/2

.

なお,記号の煩雑さを避けるため,以下では {Aj}j∈Z を
{Aj}と略記する.
このような定式化は, 空間の各成分について 1-周期
を持つ滑らかさの低い初期値に対する非線型分散型方
程式を考察した Bourgain [3, 4] の研究に関連がある.
それは, 本稿で与えられる初期値 (4) が (2π/|a|2)a ∈
Rn \ {0}方向に 1-周期を持っていることによる.著者
は [7]において,本稿での問題を P が時間変数 tに依ら
ない場合について考察した.その場合には初期値の滑ら
かさを (5) という形で要請した上で, (1)–(4) は後述の
(12)という形で表現される (超関数の意味での)解を持
つことが得られた.またその表現に基づいて解の時間大
域的な振る舞いも考察した.
このような背景を踏まえ, 本稿の目的は, [7] での問
題を P について時間変数 tを付すことにより一般化し,
それによって解の時間大域的性質がどのように変わる
かを考察することである.このような一般化は,デルタ
関数 (の重ね合わせ)を初期値とする非線型シュレディ
ンガー方程式について考察されている [8].そこで得ら
れた結果は, 非線型項が解を不安定にするような場合
に, dが定数関数でなくとも初期値が dに応じて小さけ
れば解を安定化できるというものである.本稿では,初
期値が平面波の重ね合わせであっても同じように,非線
型項が解を不安定にする場合にも dに応じて初期値を
小さく取れば解を安定化できることを示す.なお,時間
依存する dの具体例についても第 3.1節にて紹介する.

2. 記号

さて,上の問題に対する結果を述べるために,いくつ
かの記号を定義する.
まず,局所解の存在性 (命題 1)を述べるために必要な
記号を用意する. b ∈ Rn に対して, Ub = UP

b (t, x)を次
の問題の解とする:

{
∂tu+ Lu = 0 in (0,∞) × Rn,

u(0, x) = Eb(x) for x ∈ Rn.

この解 Ub は,次の関係式

LEb = P (t, b)Eb in S �

を用いることで,

Ub(t, x) = exp
(
−

∫ t

0

P (s, b) ds
)
Eb(x)

= exp
(
−

∫ t

0

ReP (s, b) ds
)

× exp
(
i
(
b · x−

∫ t

0

ImP (s, b) ds
))

であることがわかる.ここで P について,次を仮定する:

ある d ∈ L1
loc([0,∞),R)が存在し,任意の

j ∈ Z及びほとんど全ての t > 0に対して(6)

ReP (t, ja) = d(t)となる.

(2)や (3)は (d ∈ L1
loc([0,∞),R)とすれば)条件 (6)を

満足することに注意する. この仮定 (6) のもとで, さら
に p > 1に対して関数 f : [0,∞) → (0,∞)を

(7) f(t) := exp
(
− (p− 1)

∫ t

0

d(s) ds
)

と定める.
次に, 主結果である解の時間大域性 (定理 2) を述べ
るために必要な記号を用意する. T = R/2πZ とする.
1 ≤ q ≤ ∞に対してT上のルベーグ空間 Lq = Lq(T)

を Lq := {g : T → C ; g は可測で �g�Lq < ∞} とし,
そのノルムを

�g�Lq :=




( ∫ 2π

0

|g(θ)|q dθ
)1/q

(1 ≤ q <∞),

ess.sup
θ∈T

|g(θ)| (q = ∞)

により定める. g, h ∈ L2 に対して

�g, h�θ =
∫ 2π

0

g(θ)h(θ) dθ
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と定める, ただし h(θ) は h(θ) の複素共役を表すも
のとする. また, T 上のソボレフ空間 H1 = H1(T)

を H1 = {g(θ) ∈ L2; �g�H1 < ∞} とし, そのノル
ムを �g�H1 = �{Cj}��21

により定める, ここで Cj =

(2π)−1/2
∫ 2π

0
g(θ)e−ijθ dθ とした. さらに本稿の冒頭

において (1) の非線型項の係数 λ の実部及び虚部を
それぞれ λ1, λ2 と表したことを思い出す, すなわち
λ1 = Reλ, λ2 = Imλ. これらの関数空間を用いて,
λ1 > 0,

∫ ∞
0
f(t) dt < ∞という仮定のもとで次の正定

数を用意する:

(8)




C0 := C1 + C2,

C1 := λ1γ
p+1
p+1 ,

C2 := p|λ|γp−1
∞ .

ここで, γp+1, γ∞ はガリアルド・ニレンベルグの不等
式の最良定数とした,すなわち次の不等式を満たす最小
の正定数 C のことである: 任意の v ∈ H1(T)に対して

�v�Lp+1 ≤ C�v�(p+3)/(2(p+1))
L2 �v�(p−1)/(2(p+1))

H1(9)

(1 ≤ p <∞),

�v�L∞ ≤ C�v�1/2
L2 �v�1/2

H1 .(10)

さらに, ε0, ε1 > 0を次で定める:

ε0 :=
(
(p− 1)λ1

∫ ∞

0

f(t) dt
)−1/(p−1)

,(11)

ε1 :=
1√
2π

(
(p− 1)C0

∫ ∞

0

f(t) dt
)−1/(p−1)

(
=

1√
2π

( λ1

C0

)1/(p−1)

ε0

)
.

3. 主結果

主結果を述べる前に,局所解の存在について述べる.

命題 1 (局所解の存在). (5)及び (6)を仮定する.このと
き,ある T > 0および {Aj(t)} ∈ C1([0, T ); �21)が一意
的に存在して

(12) u =
∑
j∈Z

Aj(t)Uja(t, x)
(
∈ L∞(0, T ;L∞(Rn))

)

が (1)–(4)の解かつ Aj(0) = µj (j ∈ Z)となる.

命題 1 の証明のアイディアは [12], [13] のそれに基
づく (そこでは初期値をデルタ関数の重ね合わせとし
た非線型シュレディンガー方程式について考察されて
いる). 具体的には偏微分方程式 (1) を {Aj(t)} の微分
方程式系に帰着させ,縮小写像の原理を用いて解の一意
存在性を示す.

注意 1. [12], [13] (あるいは [5], [8]) においては, 初期
値がデルタ関数型であることから,

1 < p < 1 +
2
n

であることが可解性についての十分条件であった (p ≥
1 + 2/n の場合にはこの問題が非適切であることにも
注意する [11]). しかし本稿の場合には, 局所解につい
て p > 1 に課す制限が不要となること, 特に第 1 節に
て述べた非線型光学における基礎方程式として現れる
n = 1, p = 3, L = −i∆ + d (dは正定数)の場合も命題
1に含まれていることに注意する.

それでは, 本稿の主結果として命題 1 において存在
が保証された局所解の時間大域的性質を述べる.ここで
は f の [1,∞)での広義可積分性が鍵となる.

定理 2 (解の時間大域性). (5), (6), λ1 > 0 を仮定する.
このとき, 命題 1 において存在した {Aj(t)} について,
次が成り立つ.

(i)
∫ ∞

0

f(t) dt = ∞のとき:

任意の {µj} ∈ �21 に対して, ある T ∗ > 0 が存在
して lim

t→T∗−0
�{Aj(t)}��21

= ∞となる.

(ii)
∫ ∞

0

f(t) dt <∞のとき:

（a）�{µj}��20
> ε0 ならば,ある T ∗ > 0が存在し

て lim
t→T∗−0

�{Aj(t)}��21
= ∞となる.

（b）�{µj}��21
≤ ε1 な ら ば, {Aj(t)} ∈

C1([0,∞); �21) となり, (12) が (1)–(4) の大
域解となる. さらに �{µj}��21

< ε1 ならば,
ある {νj} ∈ �21 が存在して lim

t→∞
�{Aj(t)} −

{νj}��21
= 0となる.

上の定理で解を有限時刻爆発させる効果を担ってい
るのは仮定の λ1 > 0の部分である.それは定理 2の証
明における (31) やその結果として得られる (34) から
も分かる.一方,そうでない場合,すなわち λ1 ≤ 0の場
合は方程式に非線型の消散性が付与されることが期待
され,それ故に時間大域解の存在が上の定理の状況より
も成り立ちやすくなると考えられる.この場合の考察つ
いては別の機会を待ちたい.

注意 2. (11) において定められた ε0 は (よって ε1 も)
a に依らない, ただし a とは初期値 (4) で選んだもの,
すなわち初期値を成す平面波たちの波数ベクトルを生
成するものである. このことも定理 2 の証明における
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(31)や (33)からわかる.

注意 3. 定理 2 (ii)において, �{µj}��20
≤ ε0 かつ ε1 <

�{µj}��21
のときは, {Aj(t)} が大域的に存在するか否

か一般には未解決である. 閾値を特定できる例とし
て, P (t, ξ) = d(t) + i|ξ|, 初期値が u(0, x) = µEa(x)

(µ ∈ C, a ∈ Rn)の場合がある.この場合は [6]のよう
に厳密解が求まるため,解の時間大域的性質を決定する
|µ| (= �{µj}��20

= �{µj}��21
) の閾値は ε0 であること

が分かる.

本節を終えるに当たって, ε0 を具体的に計算できる
d(t)の例を挙げ,実際に計算してみる.

3.1 具体的な dに対する ε0 の計算例
λ1 > 0 とする. 以下のような d は [8] においても
考察された. なお, 以下の例は [8] において n = 0,

Im ν = λ1 (n, ν は それぞれ [8] で考えている発展方
程式の空間変数の次元及び非線型項の複素係数を指す)
としたものと一致する.

例 1 (Doi [7]). d0 ∈ Rとし, d(t) ≡ d0 とする.このと
き f(t) = exp(−d0(p− 1)t)であり,

∫ ∞

0

f(t) dt =




1
d0(p− 1)

if d0 > 0,

∞ if d0 ≤ 0

となる.ここで d0 > 0とすれば ε0 は次の値となる:

ε0 =
(d0

λ1

)1/(p−1)

.

例 2. d0 ∈ R, α < 1に対し,

d(t) =
d0

tα
(t > 0)

とする (α = 0の場合が例 1である).このとき,

f(t) = exp
(
− d0(p− 1)

1 − α
t1−α

)

である.これより
∫ ∞

0

f(t) dt =

{
I if d0 > 0,
∞ if d0 ≤ 0

である,ただし

I =
( (1 − α)α

d0(p− 1)

)1/(1−α)

Γ
( 1

1 − α

)

とした.ここで d0 > 0とすれば ε0 は次の値となる:

ε0 =
( p− 1

1 − α

) α
(1−α)(p−1)

( d
1/(1−α)
0

λ1Γ (1/(1 − α))

) 1
p−1

.

例 3. d0 ∈ Rに対し,

d(t) =
d0

1 + t
(t > 0)

とする.このとき,

f(t) = (1 + t)−d0(p−1)

である.これより
∫ ∞

0

f(t) dt =

{
I if d0 > 1/(p− 1),
∞ if d0 ≤ 1/(p− 1)

である,ただし

I =
1

d0(p− 1) − 1
(

= B(1, d0(p− 1) − 1)
)

(B はベータ関数)とした.ここで d0 > 1/(p − 1)とす
れば ε0 は次の値となる:

ε0 =
(d0(p− 1) − 1

(p− 1)λ1

)1/(p−1)

.

4. 命題 1の証明

4.1 証明のための準備
命題 1を示すために,以下の 2つの補題を用いる.

補題 3. a ∈ Rn \ {0}, {Aj(t)} ∈ C([0, T ); �21)とする.
このとき任意の t ∈ [0, T ), x ∈ Rn に対して次が成立
する:

N
( ∑

j∈Z

Aj(t)Uja(t)(t, x)
)

=
∑
j∈Z

�Aj(t)Uja(t, x),(13)

ただし

�Aj(t) =
1
2π

exp
( ∫ t

0

P (s, ja) ds
)
�N (v(t, θ)), eijθ�θ,

v = v(t, θ) =
∑
j∈Z

Aj(t) exp
(
−

∫ t

0

P (s, ja) ds
)
eijθ

とする.

注意 4. この補題の証明に (6)を仮定する必要はない.

証明. v(t, θ)は θの関数として周期 2πの周期関数であ
るので, N (v(t, θ)) も周期 2π の周期関数である. よっ
て, N (v(t, θ))をフーリエ級数展開することにより

N (v(t, θ)) =
1
2π

∑
j∈Z

�N (v(t, ϕ)), eijϕ�ϕeijθ

=
∑
j∈Z

�Aj(t) exp
(
−

∫ t

0

P (s, ja) ds
)
eijθ

となる.よって a · x = θとおくことで (13)を得る.
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補題 4. (6) を仮定する. T > 0 とし, I = [0, T ) また
は I = [0,∞) とする. また, {Aj}, {A(1)

j }, {A(2)
j } ∈

L∞(I; �21) に対し, { �Aj}, { �A(1)
j }, { �A(2)

j } をそれぞれ補
題 3で与えられる列とする.このとき,任意の t ∈ I に
対して次が成り立つ:

�{ �Aj(t)}��21
≤ Cf(t)�{Aj}�p

L∞(I;�21)
,(14)

�{ �A(1)
j (t)} − { �A(2)

j (t)}��20
(15)

≤ Cf(t)Mp−1�{A(1)
j } − {A(2)

j }�L∞(I;�20)
,

ただしM = max
m=1,2

�{A(m)
j }�L∞(I;�21)

とし, f(t) は (7)

で定義されたもの,すなわち

f(t) = exp
(
− (p− 1)

∫ t

0

d(s) ds
)

とする.

証明. まず (14)を示す.

�{ �Aj(t)}�2
�21

=
∑
j∈Z

| �Aj(t)|2 +
∑
j∈Z

|j �Aj(t)|2

より,
∑
j∈Z

| �Aj(t)|2 と
∑
j∈Z

|j �Aj(t)|2 をそれぞれ評価す

る.今,

(2π)−1/2�N (v(t, θ)), eijθ�θ

= (2π)1/2 exp
(
−

∫ t

0

P (s, ja) ds
) �Aj(t)

であることに注意すると, パーセヴァルの等式と (6)

より

�N (v(t))�2
L2 = 2π exp

(
− 2

∫ t

0

d(s) ds
) ∑

j∈Z

| �Aj(t)|2

が成り立つ.よって

∑
j∈Z

| �Aj(t)|2 =
1
2π

exp
(
2

∫ t

0

d(s) ds
)
�N (v(t))�2

L2

(16)

≤ exp
(
2

∫ t

0

d(s) ds
)
�v(t)�2p

L∞

となる.ここで,シュワルツの不等式より

�v(t)�L∞

(17)

= ess.sup
θ∈T

|v(t, θ)|

= ess.sup
θ∈T

�� ∑
j∈Z

Aj(t) exp
(
−

∫ t

0

P (s, ja) ds
)
eijθ

��

≤ exp
(
−

∫ t

0

d(s) ds
)( ∑

j∈Z

(1 + |j|2)|Aj(t)|2
)1/2

×
( ∑

j∈Z

1
1 + |j|2

)1/2

≤ C exp
(
−

∫ t

0

d(s) ds
)
�{Aj(t)}��21

≤ C exp
(
−

∫ t

0

d(s) ds
)
�{Aj}�L∞(I;�21)

であるので, (16)と (17)を併せて

(18)
∑
j∈Z

| �Aj(t)|2 ≤ Cf(t)2�{Aj}�2p
L∞(I;�21)

を得る.次に部分積分から

j �Aj(t)

=
1

2πi
exp

( ∫ t

0

P (s, ja) ds
)
�∂θN (v(t, θ)), eijθ�θ

がわかるので,パーセヴァルの等式と (6)より
∑
j∈Z

|j �Aj(t)|2(19)

=
1
2π

exp
(
2

∫ t

0

d(s) ds
)
�∂θN (v(t))�2

L2

となる.ここで,簡単な計算によって

∂θN (v) =
p+ 1

2
|v|p−1∂θv +

p− 1
2

|v|p−3v2∂θv

であることがわかるので,

(20) �∂θN (v)�L2 ≤ p�v�p−1
L∞ �∂θv�L2

となることに注意する.また,

∂θv(t, θ) =
∑
j∈Z

ijAj(t) exp
(
−

∫ t

0

P (s, ja) ds
)
eijθ

でることとパーセヴァルの等式及び (6)から

�∂θv(t)�L2(21)

= (2π)1/2 exp
(
−

∫ t

0

d(s) ds
)
�{jAj(t)}��20

≤ C exp
(
−

∫ t

0

d(s) ds
)
�{Aj(t)}��21

≤ C exp
(
−

∫ t

0

d(s) ds
)
�{Aj}�L∞(I;�21)
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であるので, (19)から (21)までと (17)を併せて

(22)
∑
j∈Z

|j �Aj(t)|2 ≤ Cf(t)2�{Aj}�2p
L∞(I;�21)

を得る.よって (18)と (22)より, (14)が成り立つ.
次に (15)を示す. m = 1, 2に対して

vm(t, θ) =
∑
j∈Z

A
(m)
j (t) exp

(
−

∫ t

0

P (s, ja) ds
)
eijθ

とおくと, { �A(m)
j }の定義,パーセヴァルの等式及び (6)

から

�{ �A(1)
j (t)} − { �A(2)

j (t)}�2
�20

=
∑
j∈Z

| �A(1)
j (t) − �A(2)

j (t)|2
(23)

=
1
2π

exp
(
2

∫ t

0

d(s) ds
)
�N (v1(t)) −N (v2(t))�2

L2

が成り立つ.ここで

|N (v1) −N (v2)| ≤ C(|v1|p−1 + |v2|p−1)|v1 − v2|

に気を付ければ, (23), (17)と併せて (15)を得る.
以上により補題 4が示された.

これらの補題を用いて,命題 1の証明を行う.

4.2 命題 1の証明
(12)を (1)に代入する.このとき, {Uja}j∈Z が

∂tUja(t, x) + LUja(t, x) = 0

を満たすことと補題 3から

∑
j∈Z

dAj

dt
(t)Uja(t, x) =

∑
j∈Z

λ �Aj(t)Uja(t, x)

を得る. ここで,
∑
j∈Z

Bj(t)Uja(t, x) = 0 であることと

任意の j ∈ Zに対して Bj(t) = 0となることは同値で
あることに注意する. 実際,

∑
j∈Z

Bj(t)Uja(t, x) = 0 と

仮定して,両辺をフーリエ変換するとRn
ξ 上の超関数の

意味で

∑
j∈Z

Bj(t) exp
(
−

∫ t

0

P (s, ja) ds
)
δja(ξ) = 0

となる, ただし δb を ξ = b ∈ Rn に台を持つデルタ関
数とした.よって Bj(t) = 0 (j ∈ Z)が従う.これより,
次の常微分方程式系を得る:

(24)






dAj

dt
= λ �Aj(t), for t ∈ (0, T ), j ∈ Z,

Aj(0) = µj .

命題 1を示すには, (24)に対する (考えるクラスの中で
の)解の一意存在性を示せば十分である.これを示すた
めに,次の積分方程式系を考える:

Aj(t) = µj + λ

∫ t

0

�Aj(τ) dτ(25)

=: [Φj({Ak})](t), t ∈ [0, T ), j ∈ Z.

以下では縮小写像の原理によって (24)の解の一意存在
性を導く.そのために,写像

Φ : A = {Aj} �→ {Φj(A)}

が縮小性をもつ空間を設定する. ρ = �{µj}��21
とし

B2ρ =
{
{Aj} ∈ L∞(0, T ; �21);

�{Aj}�L∞(0,T ;�21)
≤ 2ρ

}

とおく,ここで B2ρ の位相を L∞(0, T ; �20)-ノルムによ
り定める.このとき, B2ρ はこの位相について閉である.
これより, B2ρはこの位相について完備である.また,補
題 4 から, すべての A, B ∈ B2ρ に対して次の評価が
成り立つ:

�Φ(A)�L∞(0,T ;�21)
≤ ρ+ C(2ρ)p

∫ T

0

f(τ) dτ,(26)

�Φ(A) − Φ(B)�L∞(0,T ;�20)
(27)

≤ C(2ρ)p−1

∫ T

0

f(τ) dτ �A − B�L∞(0,T ;�20)
.

また,仮定 (6)にあるように d ∈ L1
loc([0,∞),R)である

ので, dは [0, T ]上で可積分となる.これより,
∫ t

0
d(s) ds

は [0, T ]上で連続である (例えば [17]定理 5.10を参照).
よって f も [0, T ]上で連続となる.故に

∫ T

0

f(τ) dτ ≤ T sup
0≤τ≤T

f(τ)

である.この不等式と (26), (27)から, T > 0を十分小さ
くとることにより写像 Φ は B2ρ 上の縮小写像となる.
よって縮小写像の原理から A = {Aj} ∈ L∞(0, T ; �21)

で (25)の解となるものが存在する.また,ルベーグの収
束定理からA ∈ C1([0, T ); �21)が従う. C([0, T ); �20)に
おける一意性も標準的な議論より従う.
以上より命題 1が示された.
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5. 定理 2の証明

5.1 証明のための準備
まず, 補題 3 において �Aj(t) を定義する際に用いら
れた

v(t, θ) =
∑
j∈Z

Aj(t) exp
(
−

∫ t

0

P (s, ja) ds
)
eijθ

は, (24)より

(28) ∂tv + Lav = λN (v)

を満たす,ただし

Lav :=
1
2π

∑
j∈Z

P (t, ja)�v(t, ϕ), eijϕ�ϕeijθ

=
∑
j∈Z

P (t, ja)Aj(t) exp
(
−

∫ t

0

P (s, ja) ds
)
eijθ

とした. また,パーセヴァルの等式より

�{Aj(t)}��20
=

1√
2π

exp
( ∫ t

0

d(s) ds
)
�v(t)�L2 ,

�{jAj(t)}��20
=

1√
2π

exp
( ∫ t

0

d(s) ds
)
�∂θv(t)�L2

が成り立つ.
さて, (28) の両辺に v を掛けて T 上で積分し, さら

にその両辺の実部を取ることにより,

(29)
1
2
d

dt
�v(t)�2

L2 + d(t)�v(t)�2
L2 = λ1�v(t)�p+1

Lp+1

を得る.実際, (29)の左辺第 2項 d(t)�v(t)�2
L2 は次のよ

うにして得られる:

Re
∫

T

(Lav(t, θ))v(t, θ) dθ

= Re
( ∑

j∈Z

P (t, ja)Aj(t) exp
(
−

∫ t

0

P (s, ja) ds
)

×
∑

k∈Z

Ak(t) exp
(
−

∫ t

0

P (s, ka) ds
)
�eijθ, eikθ�θ

)

= d(t)
(
2π exp

(
− 2

∫ t

0

d(s) ds
) ∑

j∈Z

|Aj(t)|2
)

= d(t)�v(t)�2
L2 .

ここで

(30) w(t, θ) := exp
( ∫ t

0

d(s) ds
)
v(t, θ)

とおく.このとき (29)より

(31)
d

dt
�w(t)�2

L2 = 2λ1f(t)�w(t)�p+1
Lp+1

が成り立つ, ただし f は (7) で定義されたものである.
また, (28) の両辺を θ について偏微分してから両辺に
∂θv を掛けて T 上で積分し, その両辺の実部を取るこ
とで

1
2
d

dt
�∂θv(t)�2

L2 + d(t)�∂θv(t)�2
L2(32)

= Re
(
λ�∂θN (v(t, θ)), ∂θv(t, θ)�θ

)

となる.なお, (32)の左辺第 2項は (29)のそれと同じよ
うにして得られる.ここで (30)を用いると

d

dt
�∂θw(t)�2

L2(33)

= 2f(t)Re
(
λ�∂θN (w(t, θ)), ∂θw(t, θ)�θ

)

となる.
それでは以下で定理 2-(i) および (ii) を示す. 以下で
は (31), (33)を用いて

�w(t)�2
H1

(
= �w(t)�2

L2 + �∂θw(t)�2
L2

= 2π�{Aj(t)}�2
�21

)

を評価する.

5.2 定理 2-(i)の証明
背理法にて証明する. そこで, 結論が成り立たな
いと仮定する, すなわち, 任意の t ≥ 0 に対して
�{Aj(t)}��21

< ∞ と仮定する. この仮定のもとで矛
盾を導く. まず, ヘルダーの不等式より �w�p+1

Lp+1 ≥
(2π)−(p−1)/2�w�p+1

L2 が成り立つことに注意する. これ
より (31)と主張における仮定 λ1 > 0より

d

dt
�w(t)�2

L2 ≥ 2(2π)−(p−1)/2λ1f(t)�w(t)�p+1
L2

を得る.よって

(34) �w(t)�p−1
L2 ≥

�w(0)�p−1
L2

F0(t)

となる,ただし F0 : [0,∞) → Rを

F0(t) = 1 − (p− 1)λ1�{µj}�p−1
�20

∫ t

0

f(τ) dτ

とした (F0 は連続関数である). ここで λ1 > 0 よ
り F0 は単調減少であり, また

∫ ∞

0

f(t) dt = ∞ より

R(F0) = (−∞, 1] である*1. よって中間値の定理から
F0(T ∗) = 0となる T ∗ > 0が存在する.これより

lim
t→T∗−0

�w(t)�L2 = ∞

*1 R(F0)は F0 の値域 {F0(t) ∈ R | t ∈ [0,∞)}を表す.
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すなわち
lim

t→T∗−0
�{Aj(t)}��21

= ∞

が成り立つ. ところがこれは, 任意の t ≥ 0 に対して
�w(t)�L2 ≤ C�{Aj(t)}��20

≤ C�{Aj(t)}��21
< ∞ と

なることに矛盾する (最後の不等式が仮定である).よっ
て (i)が示された.

5.3 定理 2-(iia)の証明
(i) の証明と同じように背理法により示す. 任意の

t ≥ 0 に対して �{Aj(t)}��21
< ∞ とする. このとき

(34)を得る.ここで λ1 > 0より F0 は単調減少であり,
また �{µj}��20

> ε0よりR(F0)∩ (−∞, 0) �= ∅である.
よって中間値の定理から F0(T ∗) = 0 となる T ∗ > 0

が存在する.あとは (i)の証明と同じようにして矛盾が
導かれる.よって (iia)が示された.

5.4 定理 2-(iib)の証明
�w(t)�2

H1(= 2π�{Aj(t)}�2
�21

)をア・プリオリ評価す
る. ガリアルド・ニレンベルグの不等式 (9)–(10), シュ
ワルツの不等式, さらに (20) を (31) と (33) に適用す
ると

d

dt
�w�2

L2 ≤ 2λ1f(t)γp+1
p+1�w�

(p+3)/2
L2 �w�(p−1)/2

H1

≤ 2C1f(t)�w�p+1
H1 ,

d

dt
�∂θw�2

L2 ≤ 2f(t)|λ|�∂θN (w)�L2�∂θw�L2

≤ 2f(t)|λ|p�w�p−1
L∞ �∂θw�L2�∂θw�L2

≤ 2f(t)|λ|pγp−1
∞

× �w�(p−1)/2
L2 �w�((p−1)/2)+2

H1

≤ 2C2f(t)�w�p+1
H1 ,

を得る, ただし C1 と C2 は正定数で (8) で定められた
ものである. これより

d

dt
�w�2

H1 ≤ 2C0f(t)�w�p+1
H1

を得る,ただし C0 = C1 + C2 である.故に

(35) �w(t)�p−1
H1 ≤

�w(0)�p−1
H1

F1(t)

が成り立つ,ただし F1 : [0,∞) → Rを

F1(t)

= 1 − (2π)(p−1)/2(p− 1)C0�{µj}�p−1
�21

∫ t

0

f(τ) dτ

とした.よって lim
t→∞

F1(t) ≥ 0すなわち �{µj}��21
≤ ε1

であるとき, {Aj(t)} ∈ C1([0,∞); �21)となる.
さらに �{µj}��21

< ε1 の場合を考える. このとき,
(35)より,ある定数 C > 0が存在して任意の t ≥ 0に
対し �{Aj(t)}��21

= (2π)−1/2�w(t)�H1 < C が成り立
つ.ここで

{νj} := {µj} + λ

∫ ∞

0

{ �Aj(τ)} dτ

とおく. なお, この右辺第 2 項の広義積分は補題 4 の
(14)及び仮定

∫ ∞
0
f(t) dt <∞より �21 の意味で収束す

ることに注意する.これより {νj} ∈ �21 である.また,再
び (14)より

�{Aj(t)} − {νj}��21

≤ C�{Aj(t)}�p
L∞(0,∞;�21)

∫ ∞

t

f(τ) dτ

≤ C

∫ ∞

t

f(τ) dτ −→ 0 (t→ ∞)

を得る (最後の積分が 0に収束するのには, f が [0,∞)

上で正であることと仮定
∫ ∞
0
f(t) dt < ∞ を用いた).

よって (iib)が示された.
第 5.2–5.4節より,定理 2が示された.
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On Nonlinear Dispersive Equations with Time-Dependent
Dissipation Involving Plane Waves as Initial Data

Kazuyuki DOI
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Summary

In this paper, we consider the Cauchy problem for nonlinear dispersive equa-

tions with time-dependent dissipation and superposed plane waves as initial data.

The aim of this paper is to study the influence of nonlinearity and damping on

the solution expressed by a special form. The case where the nonlinearity makes

the solution unstable is of special interest, because the dissipative nature from the

damping comes into play in this case.

Key Words: nonlinear dispersive equations, time-dependent dissipation, plane

waves, global solutions, blow-up solutions
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