
近似正規乱数として多点分布確率変数を用い
たときの確率微分方程式の実現解の安定領域

石森　勇次
(工学部教養教育)

確率微分方程式の数値解法において近似正規乱数を用いることがある。その近似正規乱数として，偶数
次の 2 次から 2n 次のモーメントまで標準正規乱数と値が等しい (n+ 1) 点分布確率変数を構成し，１次
元線形確率微分方程式を例としてその実現解の安定領域を調べる。
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１．はじめに
確率過程 Xt についての確率微分方程式（ここではス
トラトノヴィチ型）

dXt = a(Xt)dt+ b(Xt) ◦ dWt (1)

の数値近似解を求めるための差分スキームを構成する
際，Xk を離散時刻

tk = k∆t (k = 0, 1, 2, · · · ; ∆t は刻み幅) (2)

における Xtk の数値解として，Xk+1 と Xk, ∆t, ∆W k

の関係式を一般には考える [1,2]。ここで，∆W k はウイ
ナー過程の増分

∆W k =W k+1 −W k = ξk
√
∆t (3)

であり，ξk は平均 0 分散 1 の標準正規乱数 N(0; 1) で
ある。
しかし，陰的スキームにおける発散の問題を避ける場
合や，平均や分散を求める弱い近似スキームのように必
ずしも正規乱数を使用する必要がない場合，ξk として
近似正規乱数を用いた簡易スキームを考えることがある
[2]。この際，任意の次数のモーメントの値が正規乱数の
モーメントの値と等しい乱数は正規乱数であることから
（付録 A参照），モーメントの値が正規乱数の値と一致す
るのは何次のモーメントなのかによって近似乱数の精度
をはかることができる。
本論文では，特に近似正規乱数として多点分布確率変
数に注目し，2n 次のモーメントまで標準正規乱数と値
が等しい多点分布確率変数を構成し，１次元線形確率微

分方程式を例として，その実現解の安定領域から多点分
布確率変数の乱数としての近似の程度を調べる。

２．多点分布確率変数
偶数次（2 次，4 次，· · ·，2n 次）のモーメントが標
準正規乱数と同じであるような近似正規乱数を，(n+1)
点分布確率変数で構成する。これは最小限の数の点から
構成される確率変数である。なお乱数は原点について対
称な近似正規乱数，すなわち a をある定数として

P [ξk = a] = P [ξk = −a]

とする。このとき，奇数次のモーメントは自動的に 0 で
ある。
2m 点分布確率変数（n = 2m− 1）：
0 < a1 < a2 < · · · < am であるような m 個の正の定
数 a1, a2, · · · , am および m 個の確率

Pj = P [ξk = ±aj ] (j = 1, 2, · · · ,m) (4)

を未知数として，モーメントに対する条件



2
m∑

j=1

Pj = 1

2
m∑

j=1

a2
jPj = 1

2
m∑

j=1

a4
jPj = 3

...

2
m∑

j=1

a2n
j Pj = 1 · 3 · · · (2n− 1)

(5)
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からそれらを定める。未知数，式の数どちらも 2m 個で
ある。
(2m+ 1) 点分布確率変数（n = 2m）：
0 < a1 < a2 < · · · < am であるような m 個の正の定
数 a1, a2, · · · , am および (m+ 1) 個の確率




P0 = P [ξk = 0]

Pj = P [ξk = ±aj ] (j = 1, 2, · · · ,m)
(6)

を未知数として，モーメントに対する条件



P0 + 2
m∑

j=1

Pj = 1

2
m∑

j=1

a2
jPj = 1

2
m∑

j=1

a4
jPj = 3

...

2
m∑

j=1

a2n
j Pj = 1 · 3 · · · (2n− 1)

(7)

からそれらを定める。未知数，式の数どちらも (2m+1)

個である。
２点の場合（m = 1, n = 1）：
連立方程式 


2P1 = 1

2a2
1P1 = 1

(8)

の解は

a1 = 1, P1 =
1
2

(9)

である [3]。２点 (−a1, f(−a1)), (a1, f(a1)) を結んだ
線分が乱数 ξk の確率密度関数 f(u) のグラフを表して
いるとして，この線分と u 軸で挟まれた領域の面積が１
になるように f(±a1) = cP1 における係数 c を定める
と c = 1 となる。標準正規分布関数（付録 A参照）と比
較するため両者のグラフをかけば，図１のようになる。
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図１　２点分布確率変数

３点の場合（m = 1, n = 2）：
連立方程式 



P0 + 2P1 = 1

2a2
1P1 = 1

2a4
1P1 = 3

(10)

の解は
a1 =

√
3, P0 =

2
3
, P1 =

1
6

(11)

である [3]。３点

(−a1, f(−a1)), (0, f(0)), (a1, f(a1))

を結んだ折れ線が乱数 ξk の確率密度関数 f(u) のグラ
フを表しているとして，この線分と u 軸で挟まれた領域
の面積が１になるように f(±a1) = cP1, f(0) = cP0 に

おける係数 c を定めると c =
2
√
3
5
となる。グラフをか

けば，図２のようになる。
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図２　３点分布確率変数

４点の場合（m = 2, n = 3）：
連立方程式





2P1 + 2P2 = 1

2a2
1P1 + 2a2

2P2 = 1

2a4
1P1 + 2a4

2P2 = 3

2a6
1P1 + 2a6

2P2 = 15

(12)

の解は



a1 =
√
3−

√
6, a2 =

√
3 +

√
6

P1 =
3 +

√
6

12
, P2 =

3−
√
6

12

(13)

である（付録 B参照）。２点，３点の場合と同様に４点
を結んだ折れ線が乱数 ξk の確率密度関数 f(u) のグラ
フを表しているとして，この線分と u 軸で挟まれた領域
の面積が１になるように f(±a1) = cP1, f(±a2) = cP2

における係数 c を定めグラフをかけば，図３のように
なる。
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図３　４点分布確率変数

５点の場合（m = 2, n = 4）：
連立方程式




P0 + 2P1 + 2P2 = 1

2a2
1P1 + 2a2

2P2 = 1

2a4
1P1 + 2a4

2P2 = 3

2a6
1P1 + 2a6

2P2 = 15

2a8
1P1 + 2a8

2P2 = 105

(14)

の解は



a1 =
√
5−

√
10, a2 =

√
5 +

√
10

P0 =
8
15

P1 =
7 + 2

√
10

60
, P2 =

7− 2
√
10

60

(15)

である（付録 B 参照）。５点を結んだ折れ線が乱数 ξk

の確率密度関数 f(u) のグラフを表しているとして，こ
の線分と u 軸で挟まれた領域の面積が１になるように
スケールを定めてグラフをかけば，図４のようになる。
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図４　５点分布確率変数

６点以上の場合，連立方程式の解はニュートン法等を
用いて近似数値解を求めるしかない。以下では６点およ
び７点の場合について説明する。
６点の場合（m = 3, n = 5）：

連立方程式



2P1 + 2P2 + 2P3 = 1

2a2
1P1 + 2a2

2P2 + 2a2
3P3 = 1

2a4
1P1 + 2a4

2P2 + 2a4
3P3 = 3

2a6
1P1 + 2a6

2P2 + 2a6
3P3 = 15

2a8
1P1 + 2a8

2P2 + 2a8
3P3 = 105

2a10
1 P1 + 2a10

2 P2 + 2a10
3 P3 = 945

(16)

の近似解は 


a1 = 0.616706590

a2 = 1.889175878

a3 = 3.324257434

P1 = 0.408828469

P2 = 0.088615746

P3 = 0.002555784

(17)

である。６点を結んだ折れ線のグラフは図５のように
なる。
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図５　６点分布確率変数

７点の場合（m = 3, n = 6）：
連立方程式




P0 + 2P1 + 2P2 + 2P3 = 1

2a2
1P1 + 2a2

2P2 + 2a2
3P3 = 1

2a4
1P1 + 2a4

2P2 + 2a4
3P3 = 3

2a6
1P1 + 2a6

2P2 + 2a6
3P3 = 15

2a8
1P1 + 2a8

2P2 + 2a8
3P3 = 105

2a10
1 P1 + 2a10

2 P2 + 2a10
3 P3 = 945

2a12
1 P1 + 2a12

2 P2 + 2a12
3 P3 = 10395

(18)
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の近似解は 


a1 = 1.154405395

a2 = 2.366759411

a3 = 3.750439718

P0 = 0.457142857

P1 = 0.240123178

P2 = 0.030757123

P3 = 0.000548268

(19)

である。７点を結んだ折れ線のグラフは図６のように
なる。
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図６　７点分布確率変数

折れ線はかなり正規分布に近いものになっている。

３．実現解の安定領域
3.1 テスト方程式と実現解

例として

a(Xt) = −αXt, b(Xt) = βXt (α, β > 0) (20)

の場合，即ち線形の確率微分方程式

dXt = −αXtdt+ βXt ◦ dWt (21)

を考える。
確率微分方程式 (21) の区間 [tk, tk+1] での解析解は

Xtk+1 = exp{−α∆t+ β · (Wtk+1 −Wtk)}Xtk (22)

で与えられる。したがって，離散時間における近似ウイ
ナー過程 W k を用いて実現される厳密解，即ち実現解は

Xk+1 = RkXk (23)

の形で表すと

Rk = exp(−α∆t+ β∆W k) (24)

となる。

3.2 平均２乗漸近安定性

実現解の安定性を調べるため，漸近安定性

lim
n→∞

E[|Xn|] = 0 (25)

が成り立つかどうかを考える [2,4]。漸近安定であるた
めには Rk に対する平均２乗漸近安定性の条件

E[(Rk)2] < 1 (26)

が成り立てばよい [4]。

p = α∆t, q = β2∆t (27)

とおき，pq 平面上（ただし，p, q > 0）での安定領域，
即ち不等式 (26) が成り立つ領域を考える。
標準正規乱数での不等式 (26) の成り立つ領域は，不
等式

q < p

で表される領域であり，その境界線は直線

q = p

である（付録 C参照）。
2m 点分布確率変数を近似正規乱数としたときの安定
領域は，

E[(Rk)2] = exp(−2p)

×
m∑

j=1

{exp(2√qaj) + exp(−2
√
qaj)}Pj

< 1 (28)

より，不等式

1
2
log




m∑
j=1

{exp(2√qaj) + exp(−2
√
qaj)}Pj




< p (29)

で表される領域であり，その境界線は曲線

1
2
log




m∑
j=1

{exp(2√qaj) + exp(−2
√
qaj)}Pj




= p (30)

である。
また (2m+ 1) 点分布確率変数を近似正規乱数とした

ときの安定領域は，

E[(Rk)2] = exp(−2p)

×


P0 +

m∑
j=1

{exp(2√qaj) + exp(−2
√
qaj)}Pj




< 1 (31)
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より，不等式

1
2
log


P0 +

m∑
j=1

{exp(2√qaj) + exp(−2
√
qaj)}Pj




< p (32)

で表される領域であり，その境界線は曲線

1
2
log


P0 +

m∑
j=1

{exp(2√qaj) + exp(−2
√
qaj)}Pj




= p (33)

である。
曲線 (30)，(33) どちらの場合でも q << 1 では

2
m∑

j=1

a2
jPj

� �� �
=1

·q ≈ p

q >> 1 では √
qam ≈ p

となるので

q ≈




p (q << 1)

1
a2

m

p2 (q >> 1)
(34)

である。すなわち，原点付近では直線，遠方では放物線
である曲線が境界線となっている。

=
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図７　実現解の安定領域の境界線

図７に２点～７点分布確率変数を乱数としたときの実
現解の安定領域の境界線を示す。点数が大きくなるにつ

れ標準正規乱数のときの境界線 q = p に近づいていく
ことがわかる。

４．おわりに
本研究では近似正規乱数としてモーメントに注目して

多点分布確率変数の構成を行った。また実現解の安定領
域を調べ，点数が多くなるにつれ，すなわちより高次の
モーメントが正規標準乱数と一致するにつれ，安定領域
の境界線が標準正規乱数の境界線に近づくことを確認
した。
高次の弱いスキームには高次のモーメントが標準正規

乱数と一致する必要がある。今後の高次スキームの研究
の中で，ここで調べた近似正規乱数の利用を考えたい。
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付　録
付録A　正規乱数とモーメント

乱数 ξk の確率密度関数を f(u) として，ξk の s 次の
モーメント E[(ξk)s] (s = 1, 2, 3, · · · )は

E[(ξk)s] =
∫ ∞

−∞
usf(u)du (a1)

で定義される。
乱数 ξk が標準正規乱数であるとき，f(u) は

f(u) =
1√
2π
exp

(
−u2

2

)
(a2)

である。この場合 n = 1, 2, 3 · · · として

E[(ξk)2n−1] = 0 (a3)

E[(ξk)2n] = 1 · 3 · · · (2n− 3)(2n− 1) (a4)
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である。f(u) は偶関数なので奇数次のモーメントが 0

であることは自明である。そこで，偶数次のモーメント
(a4) が成り立つことを示す。等式（全確率が 1）

1√
2π

∫ ∞

−∞
exp

(
−u2

2

)
du = 1 (a5)

の積分において，u =
√
λv (λ は非負定数) とおくと

√
λ

2π

∫ ∞

−∞
exp

(
−v2

2
λ

)
dv = 1

1√
2π

∫ ∞

−∞
exp

(
−v2

2
λ

)
dv = λ− 1

2

両辺を λ について n 回微分すると
(
−1
2

)n 1√
2π

∫ ∞

−∞

(
v2

)n
exp

(
−v2

2
λ

)
dv

=
(
−1
2

)(
−1
2
− 1

)
· · ·

(
−1
2
− n+ 1

)
λ− 1

2−n

したがって，λ = 1 とおけば

1√
2π

∫ ∞

−∞
v2n exp

(
−v2

2

)
dv = 1 · 3 · · · (2n− 1)

左辺は E[(ξk)2n] であるから (a4) が成り立つ。
逆に，関数 f(u) に対してモーメントが (a3)，(a4) で
あるとき，関数 f(u) が (a2) であること，すなわち正規
分布であることを示す。ただし

∫ ∞

−∞
f(u)du = 1 (a6)

とする。f(u) のフーリエ変換

F (ω) =
∫ ∞

−∞
f(u) exp(iωu)du (a7)

および逆変換

f(u) =
1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω) exp(−iωu)dω (a8)

を考える。(a6)，(a7) より

F (0) = 1 (a9)

である。(a7) の両辺を ω について s 回微分すると

F (s)(ω) =
∫ ∞

−∞
(iu)sf(u) exp(iωu)du

となるので

F (s)(0) = is
∫ ∞

−∞
usf(u)du = isE[(ξk)s]

である。(a3)，(a4) より

F (2n−1)(0) = 0 (a10)

および

F (2n)(0) = (−1)n · 1 · 3 · · · (2n− 1) (a11)

を得る。したがって，F (ω) のテイラー展開

F (ω) = F (0) +
∞∑

s=1

F (s)(0)ωs

s!
(a12)

より

F (ω) = F (0)

+
∞∑

n=1

F (2n−1)(0)ω2n−1

(2n− 1)!
+

∞∑
n=1

F (2n)(0)ω2n

(2n)!

= 1 + 0 +
∞∑

n=1

(−1)n · 1 · 3 · · · (2n− 1) · ω2n

(2n)!

= 1 +
∞∑

n=1

1 · 3 · · · (2n− 1) · (−ω2)n

1 · 3 · · · (2n− 1)× 2 · 4 · · · (2n)

= 1 +
∞∑

n=1

1
n!

(
−ω2

2

)n

ここで

exp(x) = 1 +
∞∑

n=1

xn

n!
(a13)

に注意すると

F (ω) = exp
(
−ω2

2

)
(a14)

を得る。(a8)，(a14) より

f(u) =
1
2π

∫ ∞

−∞
exp

(
−ω2

2
− iωu

)
dω (a15)

(a15) を変形した式

f(u) =
1
2π
exp

(
−u2

2

) ∫ ∞

−∞
exp

{
− (ω + iu)2

2

}
dω

(a16)

を考える。複素関数 exp
(
−z2

2

)
(z = x+ iy) は正則

であるから，複素平面（z 平面）上の４点

z = −r + 0i, r + 0i, r + ui, −r + ui

を頂点とする長方形の閉曲線 C において複素積分

∫

C

exp
(
−z2

2

)
dz = 0
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である。すなわち
∫ r

−r

exp
(
−x2

2

)
dx

+ i

∫ u

0

exp
{
− (r + iy)2

2

}
dy

+
∫ −r

r

exp
{
− (x+ iu)2

2

}
dx

+ i

∫ 0

u

exp
{
− (−r + iy)2

2

}
dy

= 0

第２項目および第４項目の積分はそれぞれ
����i

∫ u

0

exp
{
− (r + iy)2

2

}
dy

����

�
∫ |u|

0

����exp
(
−r2

2
+ iry

)���� |dy|

=
∫ |u|

0

exp
(
−r2

2

)
|dy|

= |u| exp
(
−r2

2

)
→ 0 (r → ∞)

����i
∫ 0

u

exp
{
− (r + iy)2

2

}
dy

����

�
∫ |u|

0

����exp
(
−r2

2
+ iry

)���� |dy|

=
∫ |u|

0

exp
(
−r2

2

)
|dy|

= |u| exp
(
−r2

2

)
→ 0 (r → ∞)

となるので
∫ ∞

−∞
exp

{
− (x+ iu)2

2

}
dx

=
∫ ∞

−∞
exp

(
−x2

2

)
dx

=
√
2π

ここで積分 (a5) を用いた。ゆえに (a16) より

f(u) =
1√
2π
exp

(
−u2

2

)

となる。

付録B　連立方程式 (12)，(14) の解

連立方程式 (12) の解：



2P1 + 2P2 = 1 · · · (a)

2a2
1P1 + 2a2

2P2 = 1 · · · (b)

2a4
1P1 + 2a4

2P2 = 3 · · · (c)

2a6
1P1 + 2a6

2P2 = 15 · · · (d)

(b1)

a2
1P1 = a2

2P2 と仮定して解を探す。このとき (b) より

a2
1P1 = a2

2P2 =
1
4

(b2)

また，(c), (d) は



a2
1 + a2

2 = 6

a4
1 + a4

2 = 30
(b3)

この連立方程式から a2 を消去すれば

a4
1 + (6− a2

1)
2 = 30

a4
1 − 6a2

1 + 3 = 0

a2
1 = 3±

√
6

a2
2 = 3∓

√
6

したがって 0 < a1 < a2 とすれば，解は

a1 =
√
3−

√
6, a2 =

√
3 +

√
6 (b4)

また (b2) より



P1 =
1

4(3−
√
6)
=
3 +

√
6

12

P2 =
1

4(3 +
√
6)
=
3−

√
6

12

(b5)

これらの値は連立方程式 (b1) の (a) を満たす。
連立方程式 (14) の解：




P0 + 2P1 + 2P2 = 1 · · · (a)

2a2
1P1 + 2a2

2P2 = 1 · · · (b)

2a4
1P1 + 2a4

2P2 = 3 · · · (c)

2a6
1P1 + 2a6

2P2 = 15 · · · (d)

2a8
1P1 + 2a8

2P2 = 105 · · · (e)

(b6)

a4
1P1 = a4

2P2 と仮定して解を探す。このとき (c) より

a4
1P1 = a4

2P2 =
3
4

(b7)

また，(d), (e) は



a2
1 + a2

2 = 10

a4
1 + a4

2 = 70
(b3)

この連立方程式から a2 を消去すれば

a4
1 + (10− a2

1)
2 = 70

a4
1 − 10a2

1 + 15 = 0

a2
1 = 5±

√
10

a2
2 = 5∓

√
10
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したがって 0 < a1 < a2 とすれば，解は



a1 =
√
5−

√
10

a2 =
√
5 +

√
10

(b8)

また (b7) より



P1 =
3

4(5−
√
10)2

=
7 + 2

√
10

60

P2 =
3

4(5 +
√
10)2

=
7− 2

√
10

60

(b9)

さらに連立方程式 (b6) の (a) より

P0 =
8
15

(b10)

これらの値は連立方程式 (b6) の (b) を満たす。

付録C　標準正規乱数での安定領域

標準正規乱数での実現解 (23)，(24) では

E[(Rk)2] = E[exp(−2p+ 2√qξk)]

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
exp

(
−2p+ 2√qu− u2

2

)
du

= exp (−2p+ 2q)

× 1√
2π

∫ ∞

−∞
exp

{
−1
2
(u− 2√q)2

}
du

= exp (−2p+ 2q) 1√
2π

∫ ∞

−∞
exp

(
−v2

2

)
dv

= exp (−2p+ 2q) < 1

より，安定領域を表す不等式は

q < p (c1)

となる。即ち，直線 q = p と p 軸で挟まれた領域（境
界線を含まない）が安定領域となる。

Multi-Point Distributed Random Variables and

Stability Region for the Realized Exact Solution

of a Linear Stochastic Differential Equation
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Summary

We construct (n+ 1)-point distributed random variable such that it has the s−th moment (s = 2, 4, · · · , 2n)
which is equal to that of the Gaussian random variable and study the stability region for the realized exact

solution of a linear stochastic differential equation.
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