
－－

人生いろいろ，spin波もいろいろ
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spin
1

2
の強磁性と反強磁性のそれぞれのmagnonについて報告する.
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1. はじめに
著者の一人（KT）は，一月中旬にゲッティンゲンで
の共同研究後にドイツ国鉄が誇る特急 ICEでベルリ
ン中央駅（Hauptbahnhof）に向かった. 特急 ICEが
ベルリン南（Süd）駅を過ぎた辺りで緊急放送があっ
た. 中央駅構内にて火災 1 が発生したので，中央駅
は通過して，東（Ost）駅に向かうとのこと. 東駅と
聞いて，急に 1998年 5月のことを思いだした. 博士
課程の一年生であった私は，ポーランドのトルンとい
う町で開催される国際会議に参加するために，初めて
の欧州となるベルリン・テーゲル空港に一人で到着し
た. その翌日にベルリン東駅から国際列車に乗ること
になっていたので，東駅前でホテルを探した. 想定よ
り安い値段のホテル（というか安宿）が見つかり，意
気揚々とベルリン市内を少しだけ観光するために出か
けた. 当時はまだ市内にベルリンの壁が一部あり，ベ
ルリン動物園（Zoologischer Garten）駅が市内で一番
大きな駅であった. 動物園駅は大きなターミナル駅と
いった風貌ではあったが，昼間でも駅の外は麻薬中毒
者やホームレスが多かった。一方，東駅はコンクリー
トがむき出しの四角い小さな駅で，今から思うと，東
欧の典型的な駅の風貌であった. 街中は完全に旧西ド
イツ側と旧東ドイツ側で雰囲気が異なり，飲食物など
の物価も違った。
あれから 18年半が経ち，新築された中央駅がベル
リンのみならず欧州でも最大級のターミナル駅とな
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1 後で分かったのだが，移民排斥に関連した放火であった.

り，現在では旧東ドイツ側の再開発が進み，多くの近
代的なビルが建ち，（いろいろと言われているが）ドイ
ツ経済の強さの一端を見ることができる. ベルリンに
はこれまでにも何度か滞在する機会があり，その度毎
に街の変化に驚いてきた. 今回予定外ではあるが最初
の渡欧以来となる東駅にも降り立ち，やはりその変貌
に驚いた. 当時の三倍以上の大きさとなっていて，全
く別の駅である. 駅周辺の再開発も進み区画整理もさ
れ，18年前に泊まった安宿の場所はその特定すらでき
なかった. ただ，その場所にいる人の雰囲気はどこか
18年前と通じるものがあり，構内の隅にはホームレ
スがいて，イスに座って遠くを見つめているご老人の
眼などは当時となにも変わっていないように感じた.
ただ新しい建物や見栄えの良さを取り繕っても，人

が育たなければ，その変化についていくことができな
い. これはどこの場所でも，いや場所だけではなく，
組織などにも通じることだと思う. 変化を好む風潮で
はあるが，その基となる人や環境の準備ができていな
いのに拙速に行うと，どこかで必ず破綻する. そのこ
とを教えてくれているように思う. ドイツは滞在する
度に何か私に教えてくれる国である.

本稿は，spin 1

2
の Heisenberg の強磁性と Néel

の反強磁性のそれぞれの magnon，および関連して
Belavin-Polyakov solitonについて報告する.

には麻薬中
毒者やホームレスが多かった。一方，
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2. magnon

spin
1

2
の一粒子の状態 zは，up |↑�と down |↓�と

いう二つの状態により，二成分複素ベクトル場：

z =

�
z1
z2

�

= z1

�
1

0

�
+ z2

�
0

1

�

= z1 |↑�+ z2 |↓�

で表現できる. ただし，|z|2 = |z1|2 + |z2|2 = 1 とす
る. そして，spinの平均値 �Si�（i = x, y, z）は，

�Si� =
1

2
z†σiz

と与えられる. ここで，

σ1 =

�
0 1

1 0

�
, σ2 =

�
0 −i

i 0

�
, σ3 =

�
1 0

0 −1

�

は，Pauli行列 [1, 2]2 である.

強磁性体は spinとよばれる（擬似的にいうと）小
さな棒磁石状のものが平行に整列したものと考える
ことができ，温度を上げていくと平行だった隣り合う
spinの間にわずかな方向のずれ（揺らぎ）が生じる.
それが結晶全体に波状に伝播し，それを spin波とよ
び，この spin波を量子化したものをmagnonとよぶ
[3]. この magnonは磁性体において磁気励起を担っ
ている Bose粒子である.
反強磁性体はゼロ磁場で Néel構造をもち，その励
起として Néel構造からの揺らぎが spin 波として伝
わる. また，その励起 spectrumは，線形 spin波の
spectrumにわずかな補正を加えることによって説明
することができる [4, 5, 6].

以下では，spin 1

2
の Heisenbergの強磁性と Néel

の反強磁性のそれぞれの magnonについて考察する
[7, 8].

2.1 強磁性体の場合
二次元 Bravie 格子上の spin

1

2
の Heisenberg の

強磁性を考える. その Hamiltonian Hは，J < 0と
して，

H =
�

i,j∈N
JSiSj (1)

2 補足 1 を参照してほしい.

で与えられる. ここで，Si の一定な基底状態からの
長波長揺らぎの（連続な）平均場近似は，

�Sx+e� ≈ S(x) + (e ·∇)S(x) + 1

2
(e ·∇)2 S(x)

である. ここで，S(x)は（連続な）固定長を表す実
ベクトル場である. このとき，連続近似すると，

H = b0 (J, a)

�
d2x

�

�=x,y

(∂�S(x))
2
+定数項 (2)

を得る. ただし，b0 (J, a)は格子構造で決まる spin剛
性，aは格子定数とする. 適当に Berry位相の効果を
含めると，Lagrangian Lは

L =
�

i∈N
z†
i∂tzi −H (3)

と与えられる. このとき，(2)より，(3)は

L =

�
d2x

�
iz†∂tz − b0

�
|∂�z|2 − |z†∂�z|

��

+定数項 (4)

となるが，これは強磁性体に対する非線形 σ 模型の
Lagrangian Lの spinor表現である.
微小揺らぎを考慮すれば，一定な基底状態からの

spin 波の分散関係を求めることができる. 例えば，
magnon場 φ0 = φ0(x)を導入して，zを

z =
1�

1 + |φ0|2

�
1

φ0

�
(5)

とする. このとき，|φ0| � 1で，複素場 φ0 が一定な
spin-up基底状態からの微小揺らぎであるとすると，

z ≈
�

1− |φ0|2 /2
φ0

�
(6)

となる. φ0の二次のオーダーまで考慮すると，(4)は

L =

�
d2x

�
i

2
(φ∗

0∂tφ0 − φ0∂tφ
∗
0)− b0|∂�φ0|2

�

+定数項

と還元される. そして，分散関係は

ω = Dk2

である. このことより，φ0 の Gauss近似が，長波長
近似における線形 spin波理論の経路積分形式である
ことがわかる.
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2.2 反強磁性体の場合
Néelの反磁性における非線形 σ模型の Lagrangian

Lは，実単位ベクトル nを用いて，

L =
1

4g0

�
d2x (∂µn)

2

=
1

4 g0

�
d2x

�
1

c2
(∂tn)

2 − (∂�n)
2

�
(7)

と与えられる. ここで，関係式 3 ：

(∂µn)
2
= 4

�
|∂µz|2 −

��z†∂µz
��2
�

(8)

を用いると，(7)の spinor表現は

L =
1

g0

�
d2x

�
|∂µz|2 −

��z†∂µz
��2
�

=
1

g0

�
d2x

�
1

c2

�
|∂tz|2 −

��z†∂tz
��2
�

−
�
|∂�z|2 −

��z†∂�z
��2
��

(9)

である. ここで，強磁性の場合と同様に，magnon場
φ0 を

z =
1�

1 + |φ0|2

�
1

φ0

�

≈
�

1− |φ0|2 /2
φ0

�

と導入すると，(9)は，

L ≈ 1

g0

�
d2x |∂µφ0|2

=
1

g0

�
d2x

�
1

c2
|∂tφ0|2 − |∂�φ0|2

�

となり，分散関係は

ω = c2k2

である.

3. Belavin-Polyakov soliton

U(1) gauge(-like)場 Aµ(x)を

Aµ = iz∗ (∂µz)

=
i

2

�
z†∂µz − z∂µz

†� ∈ R
3 補足 2 を参照してほしい.

と定義し，共変微分 Dµ：

Dµ = ∂µ + iAµ

を導入すると，

(∂µn)
2
= 4 |Dµz|2

となる 4 . このとき，Hamiltonian Hは

H =
b0 (J, a)

g0

�
d2x |D�z|2 (10)

とかける.
いま，次の二つのベクトルを

D1 = (Dxz,Dyz) , D2 = (Dyz,−Dxz)

とする. このとき，Cauchy-Schwartzの不等式：

|D1 ·D2| ≤ |D1| |D2|

つまり，

��mn D�z · Dmz ≤ D�z · D�z

より，

H ≥ 2πb0 (J, a)

g0
|Qz| (11)

となる. ここで，

Qz =
i

2π

�
d2x ��mn (∂�z

∗ · ∂mz)

とする. 不等式 (11)の等号は，二成分複素場 zが次の
Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield(BPS)方程式 [9]：

Dµz = ±�µνDνz

を満たすときのみ成立する. この BPS方程式の解を
用いて，

w(j) =
z

zj

という，新しいベクトル場 wを導入する. このwが，
Belavin-Polyakov soliton[10]の明示式となる.

4 補足 2 を参照してほしい.
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4. まとめ
本稿では，プレプリント [7, 8]に基づき，spin 1

2
の

Heisenbergの強磁性と Néelの反強磁性のそれぞれの
magnonについて考察した. magnonは，spin波を量
子化した準粒子の一つである. 磁場を変化させた時の
磁化曲線に現れる磁化 plateauは，magnonが結晶を
作っている状態として理解することができる.

プラズマ物理学や光学の理論研究で現れる非線形
Schrödinger方程式や Sine-Gordon方程式の研究にお
いて，最近 rogue波（または freak波）が注目され
ている. 特に荒天ではない状況で突然大きな振幅を持
つ波が出現する現象が，船舶や海洋構造物への被害と
合わせてこれまでに報告されている．この大振幅波が
rogue波である [11]. 最近この rogue波が，非線形可
積分系の数理の文脈で，注目されている [12]. 現在，
我々は magnonの物理模型がもつ rogue波に関する
数理構造の解明を行っている [8].

補足1： Pauli行列
Pauli（のスピン）行列 5 ：

σ1 =

�
0 1

1 0

�
, σ2 =

�
0 −i

i 0

�
, σ3 =

�
1 0

0 −1

�

の互いの積は，E を単位行列として，

σiσj = δijE + i
3�

k=1

�ijkσk (i, j = 1, 2, 3)

で与えられる。ここで，δijはKroneckerの deltaであ
り，�ijkは Eddingtonの epsilon（またはLevi-Civita

記号）である. このとき，交換関係は

[σi,σj ] ≡ σiσj − σjσi = 2i
3�

k=1

�ijkσk

となり，反交換関係は

{σi,σj} ≡ σiσj + σjσi = 2δijE

となる. また，σi の固有値は ±1であり，

trσi = 0, detσi = −1

である.
5 σ̂j = −σj としたものを，Pauli 行列とする場合もある.

更に，

σ+ ≡ 1

2
(σ1 + iσ2) =

�
0 1

0 0

�
,

σ− ≡ 1

2
(σ1 − iσ2) =

�
0 0

1 0

�

と定義すると，σ± と σ3は sl(2)の生成元となってい
る. 各々の交換子積が

[σ3, σ+] = 2σ+, [σ+, σ−] = σ3, [σ−, σ3] = 2σ−

および

[σi,σi] =

�
0 0

0 0

�
(i = 3, ±)

を満たすことはすぐに確かめることができる.

補足2： 関係式 (8)の導出
U(1) gauge(-like)場 Aµ(x)を

Aµ = iz∗ (∂µz)

=
i

2

�
z†∂µz − z∂µz

†� ∈ R

と定義する. このとき，gauge変換：z −→ eiχzより，

Aµ −→ Aµ − ∂µ χ

である. nは実単位ベクトルであるので，

n = z†σz

=




z∗1z2 + z1z

∗
2

i (−z∗1z2 + z1z
∗
2)

|z1|2 − |z2|2





と表現できる. いま，

0 = ∂µ|z|2

= z∗ (∂µz) + (∂µz
∗) z

より，

(∂µnx)
2 + (∂µny)

2=4 |∂µz1|2 |z2|2 + 4 |∂µz2|2 |z1|2

+4z1z2(∂µz
∗
1)(∂µz

∗
2)

+4z∗1z
∗
2(∂µz1)(∂µz2)
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となる. 一方，

(∂µnz)
2 =

1

2

�
∂µ

�
2|z1|2 − 1

��2

+
1

2

�
∂µ

�
1− 2|z2|2

��2

= 2(z∗1∂µz1)
2 + 2(z1∂µz

∗
1)

2

+2(z∗2∂µz2)
2 + 2(z2∂µz

∗
2)

2

+4 |∂µz1|2 |z1|2 + 4 |∂µz2|2 |z2|2

となる. まとめると，

(∂µn)
2

= 4 |∂µz|2 + 2 (z∗1∂µz1 + z∗2∂µz2)
2

+2 (z1∂µz
∗
1 + z2∂µz

∗
2)

2

= 4 |∂µz|2 + 2
�
(z∗∂µz)

2
+ (z∂µz

∗)
2
�

= 4
�
|∂µz|2 −

��z†∂µz
��2
�

を得る.

また，共変微分 Dµ：

Dµ = ∂µ + iAµ,

を導入すると，

(∂µn)
2
= 4 |Dµz|2

となる.
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Summary

We will briefly introduce a toy model of magnon and rogue waves as one of its solutions.
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