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平面波を初期値とするゲージ不変な非線型発展方程式の
特殊解とその時間大域的挙動について

土井　一幸
(工学部教養教育)

本稿では, [2]の補足として,平面波を初期値とするゲージ不変な非線型発展
方程式の特殊解を初等的な方法によって求める.また,その時間大域的挙動を
求める.
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1. 序

次のような非線型発展方程式を考える:

∂tu + Lu = λN ((∂α
x u)|α|≤l, ∂

ν
xu),

(t, x) ∈ (0,∞) × Rn,
(1)

ただし, n ≥ 1, ∂t = ∂/∂t, λ ∈ C\{0}, l ∈ Z+, ν ∈ Zn
+

とし,未知関数 u = u(t, x)は複素数値であるとする.こ
こで, Z+ は非負整数の集合とする.また,線型微分作用
素 L : S �(Rn) → S �(Rn)は

Lu = F−1[P (ξ)F [u](ξ)], u ∈ S �(Rn)

と定める, ただし, S �(Rn) は Rn 上の緩増加超関数全
体からなる空間とし, F は S �(Rn) 上のフーリエ変換,
P は緩増加関数 (すなわち, P ∈ C∞(Rn

ξ )であり,任意
の多重指数 α ∈ Zn

+ に対してある N(α) ∈ Z+ が存在
して

sup
ξ∈Rn

(1 + |ξ|)−N(α)|∂α
ξ P (ξ)| < ∞

となるもの)とする.非線型関数 N : Cl∗ × C → Cは

N ((vα)|α|≤l, w) =
�

|α|≤l

|vα|kαw,

((vα)|α|≤l, w) ∈ Cl∗ × C

と定める,ただし, kα ≥ 0 (α ∈ Zn
+, |α| ≤ l),

l∗ =
l�

j=0

�
n + j − 1

n− 1

�
=

l�
j=0

(n + j − 1)!
(n− 1)! j!

とする.
方程式 (1)はゲージ不変性を持つことに注意する.こ
こで,方程式がゲージ不変性を持つということを次のよ

うに定義している: u を考えている方程式の解とする
とき,任意の θ ∈ Rに対して eiθuもその方程式の解と
なる.
方程式 (1)は多くの例を含む. 例えば, P (ξ) = γ|ξ|2+

κ (γ, κ ∈ C) とすれば L = −γ∆ + κ となり, このと
きには (1) は複素ギンツブルグ・ランダウ方程式と
なる. 特に, P (ξ) = |ξ|2 のときは非線型熱方程式に,
P (ξ) = i|ξ|2 のときは非線型シュレディンガー方程式
となる. その他, n = 1, P (ξ) = −iξ3, とすれば, (1) の
左辺は KdV 方程式の線型部分となる. なお, 第 3 節に
いくつかの例を掲載した.
本稿では, 初期値として平面波を与えたときの方程
式 (1)の特殊解の振る舞いについて考える.具体的には,
µ ∈ C, a ∈ Rn を与え,初期値として

(2) u(0, x) = µEa(x), x ∈ Rn

を考える,ただし, Ea(x) = eia·x (x ∈ Rn)とする*1.

この問題は [2]において扱われ, (1)–(2)の特殊解の陽
的表示及びその時間大域的挙動が (有限時刻爆発も含
めて)得られた.そこでは, ν = (0, . . . , 0)として, l = 0,

k(0,...,0) = p− 1 (p > 1)の場合,すなわち

N (v, w) = |v|p−1w, (v, w) ∈ C1 × C

の場合について言及された ([2, Theorem 2.1, 2.2]). ま
た,非線型項がより一般的な形の場合の取り扱いについ

*1 方程式 (1) がゲージ不変性をもつことから, 実は µ を非負の
実数に制限しても一般性を失わないことに注意されたい.しか
し, 定理を述べる場合に µ の及ぼす影響を見やすくするため,
本稿では敢えて µを複素数とすることとした.

全体の集合とする．また，線型微分
作用
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ても,その概略が具体例を通して述べられている.しか
し, 詳細な記述は省かれている. そこで本稿では, これ
を補う形で,その部分について述べる (第 2節の定理 1,

および定理 2).さらに第 3節では, (上の例も含めて) L
や ν, N の典型的と思われる例を与え,そのときに定理
1, 2がどのように対応するかを述べる.
結果を述べるため, b ∈ Rn に対して, Ub = UP

b (t, x)

を次の問題の解とする:
�
∂tu + Lu = 0, (t, x) ∈ (0,∞) × Rn,

u(0, x) = Eb(x), x ∈ Rn.

この解 Ub は,次の関係式

LEb = P (b)Eb in S �

を用いることで,

Ub(t, x) = e−P (b)tEb(x) = e−ReP (b)tei(b·x−ImP (b)t)

であることがわかる.また,これよりUb ∈ C∞([0,∞)×
Rn)である
また, 方程式 (1) の右辺に現れる非線型関数 N と初
期値 (2)に現れる aから決まる量 ω = ω(N , a) ∈ Rを

ω = aν
�

|α|≤l

|aα|kα

と定める*2.

2. 主結果およびその証明

定理 1 (局所解の存在). K =
�

|α|≤l kα とし, K > 0

と仮定する.このとき,ある T > 0が存在して
(3)

A(t) =





µF (t)
− i|ν|λ

KRe(i|ν|λ)

(ReP (a) �= 0,Re(i|ν|λ) �= 0のとき),
µ expG(t)

(ReP (a) �= 0,Re(i|ν|λ) = 0のとき),

µ(1 −KωRe(i|ν|λ)|µ|Kt)
− i|ν|λ

KRe(i|ν|λ)

(ReP (a) = 0,Re(i|ν|λ) �= 0のとき),
µ exp(i|ν|λω|µ|Kt)

(ReP (a) = 0,Re(i|ν|λ) = 0のとき)

とすると

(4) u(t, x) = A(t)U(t, x)
�
∈ C∞([0, T ) × Rn)

�

*2 ωはN と aの取り方によって 00 を因子に持つことがあるが,
本稿では 00 = 1と定義する.

は (1)–(2)の解となる,ただし F , G : [0,∞) → Rを

F (t) = 1 − ωRe(i|ν|λ)|µ|K

ReP (a)
(1 − e−KReP (a)t),

G(t) =
i|ν|λω|µ|K

KReP (a)
(1 − e−KReP (a)t)

とし, ω は (3)で与えられるものとする.

注意 1. 定理 1 において, K = 0 の場合は (1) が線型
問題となるために主張の対象から除外されているが,
(4)の形で解を表そうとすれば (3)における 4つ目の場
合の表現に含まれることに注意する. 実際, K = 0 の
場合は A(t) = µ exp(i|ν|λωt)とすれば A(t)U(t, x)が
(1)–(2) の解である. なお, このときは ω = aν である.
このことは,後述する定理 1の証明における (5)からも
分かる.

注意 2. [2] における Theorem 2.1, 2.2 は N (u, u) =

|u|p−1u の場合について述べられたものであるが, そ
の主張は定理 1 において K = p − 1, ω = 1, ν =

(0, . . . , 0)としたものに相当する.

定理 1は (1)–(2)を A(t)についての常微分方程式に
帰着することにより示される. このようなアプローチ
は, Kita [3]のアイディアに依る ([4]も参照されたい).
次に,定理 1において得られた A(t)の時間大域的な
振る舞いについて述べる.これは (3)から直接計算でき
る (後述の (7)も参照されたい).

定理 2 (時間大域性). A(t) を (3) で与えられる関数と
し, µ �= 0とする.このとき,次が成り立つ:

1. ωRe(i|ν|λ) ≤ 0 のとき, A(t) は時間大域的に存在
する.さらに, ωRe(i|ν|λ) < 0ならば,

lim
t→∞

A(t) =





µ
�
1 − ωRe(i|ν|λ)|µ|K

ReP (a)

�− i|ν|λ

KRe(i|ν|λ)

(ReP (a) > 0のとき),
0 (ReP (a) ≤ 0のとき)

が成り立つ.
2. ωRe(i|ν|λ) > 0のとき,次が成り立つ:
（a）ReP (a) ≤ 0 ならば, A(t) は次で与えられる
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lim
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µ
�
1 − ωRe(i|ν|λ)|µ|K

ReP (a)

�− i|ν|λ

KRe(i|ν|λ)

(ReP (a) > 0のとき),
0 (ReP (a) ≤ 0のとき)
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時刻 T ∗ > 0において爆発する:

T ∗ =




log
�
1 − ReP (a)

ωRe(i|ν|λ)|µ|K
�− 1

KReP (a)

(ReP (a) < 0のとき),
1

KωRe(i|ν|λ)|µ|K
(ReP (a) = 0のとき).

（b）ReP (a) > 0 のとき. |µ|K ≤ ReP (a)
ωRe(i|ν|λ)

な
らば, A(t) は時間大域的に存在する. 一方で,
|µ|K > ReP (a)

ωRe(i|ν|λ)
ならば, A(t) は次で与えら

れる時刻 T ∗ > 0において爆発する:

T ∗ = log
�
1 − ReP (a)

ωRe(i|ν|λ)|µ|K
�− 1

KReP (a)
.

定理 1の証明. (4) を (1)–(2) に代入すると, A(t) につ
いて次の常微分方程式を得る:
(5)




dA

dt
= i|ν|λωe−KReP (a)t|A|KA, t ∈ (0, T ),

A(0) = µ.

(5)を解くために (5)の両辺に A(t)を掛ける*3:

dA

dt
A = i|ν|λωe−KReP (a)t|A|K+2.

この両辺の実部を取って 2倍すると

(6)
d

dt
|A(t)|2 = 2Re(i|ν|λ)ωe−KReP (a)t|A(t)|K+2

である.ここで

d

dt

�
|A(t)|−K

�
= − K

2|A(t)|K+2

d

dt
|A(t)|2

であることに注意すると, (6)から

d

dt

�
|A(t)|−K

�
= −KωRe(i|ν|λ)e−KReP (a)t

を得る.この両辺を積分することにより,
(7)

|A(t)|K =





|µ|K

1 − ωRe(i|ν|λ)|µ|K

ReP (a)
(1 − e−KReP (a)t)

(ReP (a) �= 0のとき),
|µ|K

1 −KωRe(i|ν|λ)|µ|Kt

(ReP (a) = 0のとき)

が得られる*4. あとは (7) を (5) に代入することにより
(3)が得られ,定理 1が示された.

*3 複素数 z に対して, z で z の複素共役を表すこととする.
*4 なお, (7) の右辺における ReP (a) �= 0 の場合の量の分母は,
定理 1の主張の中で F (t)とおいたものである.

3. 例

本節では Lや ν,N の典型的と思われる例を与え,そ
のときに定理 1, 2がどのように対応するかを述べる.
3.1 複素非線型熱方程式 ([2, Appendix])

P (ξ) = |ξ|2 (ξ ∈ Rn), ν = (0, . . . , 0) とし, l = 0,

k(0,...,0) = p− 1 (p > 1)の場合,すなわち

N (v, w) = |v|p−1w, (v, w) ∈ C1 × C

の場合を考える.このとき, (1)は複素非線型熱方程式

∂tu− ∆u = λ|u|p−1u, (t, x) ∈ (0,∞) × Rn

となる. このとき, U(t, x) = e−|a|2teia·x である. また,
K = p− 1, ω = 1であり,定理 1における (3)は

A(t) =





µF (t)−
λ

(p−1)Reλ

(a �= 0,Reλ �= 0のとき),

µ exp
� iImλ|µ|p−1

(p− 1)|a|2
�
1 − e−(p−1)|a|2t

��

(a �= 0,Reλ = 0のとき),

µ
�
1 − (p− 1)Reλ|µ|p−1t

�− λ
(p−1)Reλ

(a = 0,Reλ �= 0のとき),
µ exp(iImλ|µ|p−1t)

(a = 0,Reλ = 0のとき)

となる.ここで

F (t) = 1 − Reλ|µ|p−1

|a|2
�
1 − e−(p−1)|a|2t

�

である.
定理 2 の部分は次のようになる. µ �= 0 とする.

Reλ ≤ 0 のとき, A(t) は時間大域的に存在する. さら
に, Reλ < 0ならば,

lim
t→∞

A(t) =





µ
�
1 − Reλ|µ|p−1

|a|2
�− λ

(p−1)Reλ

(a �= 0のとき),
0 (a = 0のとき)

が成り立つ. 一方, Reλ > 0 の場合は次のようになる.
a �= 0かつ |µ|p−1 ≤ |a|2/Reλならば, A(t)は時間大域
的に存在する.また, “a �= 0かつ |µ|p−1 > |a|2/Reλ”ま
たは a = 0ならば, A(t)は次で与えられる時刻 T ∗ > 0

において爆発する:

T ∗ =





− 1
(p− 1)|a|2

log
�
1 − |a|2

Reλ|µ|p−1

�

(a �= 0かつ |µ|p−1 >
|a|2

Reλ
のとき),

1
(p− 1)Reλ|µ|p−1

(a = 0のとき).
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3.2 非線型シュレディンガー方程式 ([2, Appendix])
P (ξ) = i|ξ|2 (ξ ∈ Rn), ν = (0, . . . , 0) とし, l = 0,

k(0,...,0) = p− 1 (p > 1)の場合,すなわち

N (v, w) = |v|p−1w, (v, w) ∈ C1 × C

の場合を考える. このとき, (1) は非線型シュレディン
ガー方程式

∂tu− i∆u = λ|u|p−1u, (t, x) ∈ (0,∞) × Rn

となる. このとき, U(t, x) = eia·x−i|a|2t である. また,
K = p− 1, ω = 1であり,定理 1における (3)は

A(t) =





µ
�
1 − (p− 1)Reλ|µ|p−1t

�− λ
(p−1)Reλ

(Reλ �= 0のとき),
µ exp(iImλ|µ|p−1t) (Reλ = 0のとき)

となる*5.

定理 2 の部分は次のようになる. µ �= 0 とする.
Reλ ≤ 0 のとき, A(t) は時間大域的に存在する. さら
に, Reλ < 0 ならば, lim

t→∞
A(t) = 0 が成り立つ. 一方,

Reλ > 0ならば A(t)は次で与えられる時刻 T ∗ > 0に
おいて爆発する:

T ∗ =
1

(p− 1)Reλ|µ|p−1
.

3.3 微分型非線型シュレディンガー方程式
n = 1, P (ξ) = iξ2 (ξ ∈ R), ν = 1 とし, l = 0,

k0 = p− 1 (p > 1)の場合,すなわち

N (v, w) = |v|p−1w, (v, w) ∈ C1 × C

の場合を考える. このとき, (1) は微分型非線型シュレ
ディンガー方程式

(8) ∂tu− i∂2
xu = λ|u|p−1∂xu, (t, x) ∈ (0,∞) × R

となる*6. このとき, U(t, x) = eiax−ia2t である. また,
K = p− 1, ω = aであり,定理 1における (3)は

A(t) =




µ
�
1 + (p− 1)aImλ|µ|p−1t

� iλ
(p−1)Imλ

(Imλ �= 0のとき),
µ exp(iaReλ|µ|p−1t) (Imλ = 0のとき)

となる.

*5 ここで, Aが初期条件 (2)の波数ベクトル aに依存していない
ことにも注意されたい.

*6 特に, p = 3, λ ∈ Rの場合にはチェン・リー・リウ方程式と
呼ばれる [1].

定理 2 の部分は次のようになる. µ �= 0 とする.
aImλ ≥ 0のとき, A(t)は時間大域的に存在する.さら
に, aImλ > 0ならば, lim

t→∞
A(t) = 0が成り立つ.一方,

aImλ < 0 ならば A(t) は次で与えられる時刻 T ∗ > 0

において爆発する:

T ∗ = − 1
(p− 1)aImλ|µ|p−1

.

3.4 一般化された複素 KdV方程式 ([2, Section 3])
n = 1, P (ξ) = −iξ3 (ξ ∈ R), ν = 1 とし, l = 0,

k0 = p− 1 (p > 1)の場合,すなわち

N (v, w) = |v|p−1w, (v, w) ∈ C1 × C

の場合を考える. このとき, (1) は一般化された複素
KdV方程式

∂tu + ∂3
xu = λ|u|p−1∂xu, (t, x) ∈ (0,∞) × R

となる. このとき, U(t, x) = eiax+ia3t である. また,
K = p− 1, ω = aである.これより,この場合における
Aについての常微分方程式 (5)は,直前に例として述べ
た微分型非線型シュレディンガー方程式 (8) から得ら
れる常微分方程式と同じものとなる. A についての記
述は以下全て直前の例と同じであるが,正確を期するた
めに述べる.定理 1における (3)は

A(t) =




µ
�
1 + (p− 1)aImλ|µ|p−1t

� iλ
(p−1)Imλ

(Imλ �= 0のとき),
µ exp(iaReλ|µ|p−1t) (Imλ = 0のとき)

となる.
定理 2 の部分は次のようになる. µ �= 0 とする.

aImλ ≥ 0のとき, A(t)は時間大域的に存在する.さら
に, aImλ > 0ならば, lim

t→∞
A(t) = 0が成り立つ.一方,

aImλ < 0 ならば A(t) は次で与えられる時刻 T ∗ > 0

において爆発する:

T ∗ = − 1
(p− 1)aImλ|µ|p−1

.
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Summary

This paper is a supplement of our earlier work [2]. We consider nonlinear

evolution equations with gauge invariant nonlinearity and plane wave initial data.

Although the plane wave does not decay at infinity, by an elementary and simple

argument we find an extremely smooth solution which has an explicit expression.

Additionally, we study the global behavior of the solution from its representation.
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